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 چکیده  واژگان کلیدی

 اطراف محیط مکانیکی رفتار بر. است حاکم دیفرانسیل معادله یک ایاز منظر ریاضی در طبیعت بر هر پدیده

 در هاتنش و هائیدیفرانسیل حاکم است .با حل این معادله، میدان جابجا ییرزمینی نیز یک معادلهز فضاهای

پایداری سازه مورد استفاده قرار  تحلیل برای و شده محاسبه زیرزمینی فضای اطراف سنگ توده نقاط از یک هر

تحت تنش یتنش اطراف تونل مربع نییتع یبرا یلتحلی حل راه و بندی ل. در این مقاله نحوه فرموگیردیم

مقطع  سیبا استفاده از نگاشت همد نیشده است. همچن مختلط ارائه لیبرجا با استفاده از روش پتانس های

نگاشت،  یجملات سر شیدر نظر گرفته شده است. سپس با افزا زوتروپیو ا کیشد. توده سنگ بصورت الاست لیتبد ایرهیبه شکل دا یتونل مربع

جملات  شیبا افزا دهدینشان م جیده است. نتادر قالب نمودار نشان داده ش جیاطراف تونل پرداخته و نتا یمماس هایتنش راتییتغ یبه بررس

 .ابندییم شافزای هادر آن یمماس هایشده و تنش رتصاف هانگاشت، شکل مربع در گوشه یسر

 مختلط لیتوابع پتانس

 سینگاشت همد

 یتنش مماس

 تونل مربع شکل

 تهیسیالاست یتئور

 مقدمه -1
 کاربرد که است زیرزمینی هایسازه ترینمهم از یکی تونل

 کاربردها سایر و آب انتقال مسیر ونقل، حمل در ایگسترده

 یاندازههای زیرزمینی به شکل تونل، حفاری یپایدار .دارد
اگرچه  های برجا، شرایط خاک و...بستگی دارد.تنش دهانه،

اما طراحی ایمن  شکل دهانه تونل به کاربرد آن بستگی دارد

ی است که یهاها و جابجاییمستلزم آگاهی از توزیع تنش

 سنگی هایهدرتود کلی حالت در افتد.اطراف تونل اتفاق می

 برجا هایتنش به موسوم هاییتنش زمین، اعماق در موجود

 هایفعالیت و طبقات وزن ،هاآن اصلی عامل کهوجود دارند 

تنش وضعیت تونل، احداث از پس ت.اس منطقه تکتونیکی

 جدیدی آرایش و هخوردم ه بهدر اطراف تونل  موجود یها

ود شهای القایی گفته میهای مذکور تنشتنش .کنندیم پیدا

 و تعیین آگاهی اند.های برجا متفاوتها با تنشو مقادیر آن

 هایضرورت جمله از القایی و برجا هایتنش و مقدار وضعیت

 . (Goodman,1982) است تونل طراحی اصلی

 از القایی هایتنش اندازه است ممکن بسیاری موارد، در

ند. شو سازه خرابی باعثو  کند تجاوز سنگ مقاومت حد

 فاصله تا فقط برجا هایتنش وضعیت در اغتشاشی لهامس

 تاثیر شعاع را فاصله این که دارد ادامه تونل شعاع از معینی

 نخورده دست هاوضعیت تنش آن ماورای در و گویند تونل

های مستطیلی تاثیر که در تونل باتوجه به این .ماندمی باقی

ها شها در توزیع تنشکل مقطع تونل و مخصوصا وجود گوشه
ها نقش مهمی دارد و همچنین بعضی از مقاطع و تمرکز آن

ای نیستند لذا ی مترو( الزاما دایرهها)ایستگاه های شهریتونل

 ها ضروری است.های اطراف این تونلی تنشبررسی اولیه

ی تنش و تغییر مکان در اطراف تونل از بنابراین محاسبه
 Heidari, et)ترین نیازهای طراحی تونل استاساسی

al.,2003).  

 یزیرزمین فضاهای و تونل مهندسی ینشریه
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ها و تحلیل فضاهای زیرزمینی به سه روش طراحی تونل

 در .روش تحلیلی، روش عددی، پذیرد: روش تجربیانجام می

های جواب به عددی هایروش برخلاف تحلیلی هایروش

ما  به را پارامترها تاثیر عمومی روند که رسیممی ایبسته

به  لهامس خصوصیات هرچه هاروش این دهند. درمی نشان
چند  هر تر است.دقیق جواب ،باشد ترنزدیک مفروض شرایط

 هایی نظیرنیاز به ساده سازی تحلیلی روابط بیشتر در

 از بعضی اما است،خطی سنگ  الاستیک رفتار پذیرفتن

-می تعیین اطمینان بالا با تحلیلی روابط توسط تنها هاپدیده

 میدان آوردن دسته ب رد که تحلیلی هایروش از یکیشوند. 

 از استفاده ،دارد کاربرد الاستیک محیط در جابجایی و تنش

تئوری توابع مختلط ابزاری قوی . است مختلط پتانسیل توابع

از  . تعداد زیادیاستبرای حل بسیاری از مسائل الاستیسیته 
( ارائه شده 1909کاربردهای اصلی این روش توسط کولوسو )

جمله موسخیلیشویلی  است. محققین دیگری از

(Muskhelishvili,1954) ( و ساوینsavin,1961)  کاربرد
 این تئوری را گسترش دادند.

نشان داد که توابع مختلط  2002در سال  اکساداکلیوس

آمیز برای حل مسائل الاستیسته به صورت موفقیت ،تواندمی

 وای برای هر تونل با مقطع عرضی با یک محور تقارن صفحه
 & Exadaktylos) شودی سطحی استفاده هاکشش

Stavropoulou, 2002).  با   2008در سال  وانگلی و
ا ای بهای دایرهاستفاده از تئوری پتانسیل مختلط در تونل

ای صفحه های برجا و برشی یک حل کرنشآستر تحت تنش

برای  . این حل را(Li & Wang, 2008) ارائه دادند الاستیک

ل در یک محیط ایزوتروپ بر طبق بارهای های اطراف تونتنش

اولین  .کردند استفادهیکنواخت زمین و فشار وسیله نگهداری 

با استفاده از توابع  1913در سال بار فردی به نام اینگیلیس 
 هبرای نقاط مهم روی مرز بیضی بتوانست روابطی  تنش ایری

با استفاده  1392عالمی در سال  .(Inglis, 1913)دست آورد

تئوری توابع پتانسیل مختلط به حل تحلیلی تنش اطراف  از

 ,Alami) های بیضوی تحت میدان برشی پرداختتونل

2013). 

توسط هو و همکاران برای   2006روش تحلیلی در سال 

ی مستطیلی که تحت موج برشی قرار داشت بر یک سازه
 اساس تئوری متغیرهای مختلط و نگاشت همدیس ارائه شد

(Huo, 2006)ها تئوری توابع مختلط را برای تعیین تنش . آن

ای را برای تنش و کرنش سازه و کرنش زمین و تئوری سازه

ها همچنین از یک آنالیز عددی نیز در کنار بکار بردند. آن

 روش 2010در سال  آنالیز تحلیلی استفاده کردند. بوبت

 محاسبه برای توابع مختلط از استفاده با را جدیدی تحلیلی

 و ایدایره هایبرای تونل سنگتوده نگهداری العملکسع

 زهکشی و زهکشی شده شرایط در عمیق شکلمستطیلی

 اولیه، برجای مدل او تنش در .(Bobet, 2010) داد ارائه نشده

 و هاتنش میدان 2011برشی بود. باتیستا در سال  تنش تنها

 توابع از استفاده با حفرات غیردایروی اطراف در را هاجابجایی

 تعیین کریستوفل-شوارتز نگاشت و موسخیلیشویلی مختلط

 2011لوگالام و همکاران در سال  .(Batista, 2011) نمود
 ی مستطیلی تحت خمش بررسی کردندای را با حفرهصفحه

(Louhghalam, et al., 2011)ه ها نشان دادند که چ. آن

ز لیطور روش نگاشت یک به یک متغیر مختلط در کنار آنا
-ها استفاده میعددی المان محدود برای تحلیل تنش گوشه

در قالب یک مثال عددی تنش  2013در سال  زدجپاریشود. 

ی ی کامپیوتری مربعی را با استفاده از برنامهاطراف یک حفره

Matlab دست آورده ب (Japaridze, 2013) او سپس نتایج .
دود مقایسه حاصل را با نتایج حاصل از روش عددی المان مح

راه حل تحلیلی برای  2014کارگر و همکاران در سال  کرد.

تعیین تنش در اطراف مغارهای گازی تحت فشار داخلی ثابت 

های . در نهایت جواب(Kargar, et al., 2014a) ارائه کردند
دست آمده از نرم افزار اجزا محدود ه تحلیلی با مقادیر ب

phase 2 .ر یک روش نیمه همچنین  د مقایسه شده است

تحلیلی برای تعیین تنش اطراف تونل های غیر دایروی با 

ها برای هر دو منطقه پوشش بتنی پوشش بتنی ارائه دادند. آن
و توده سنگ اطراف آن توابع پتانسیل متفاوتی در نظر گرفتند، 

که در سطح تونل و سطح بین تونل و پوشش مربوطه  طوریه ب

     ط مرزی وجود داردبرای شرایوانی بین توابع پتانسیل همخ

(Kargar, et al., 2014b) . نیز راه حل  2015در سال
ن تنش مختلط برای تعیی تحلیلی با استفاده از توابع پتانسیل

ای شکل همراه با لاینینگ بتنی های دایرهدر اطراف تونل

 .(Kargar, et al., 2015) توسط کارگر و همکاران ارائه شد
جز در سقف تونل ه مقایسه شد. ب abaqusار نتایج با نرم فز

نتایج همگرایی خوبی داشتند. ناظم و همکاران نیز در سال 

دو روش عددی جهت تعیین توابع نگاشت همدیس  2015

ای، سهمی دایرهبرای شش مقطع مختلف با شکل های نیم
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ها تعداد هشت تا ده شکل و قوسی ارائه دادند. در توابع آن

سازی حداقل های بهینهرفته که توسط روشکار ه پارامتر ب

 ,.Nazem, et al) اندخطی محاسبه شدهمربعات خطاها و غیر

2015)  . 

 

 لهابیان مس -2
تونل مربعی شکل   اطراف در تنش تعیین بررسی، مورد لهامس

حل مساله از روش اعداد مختلط فقط برای شکل دایره  .است

، وجود داشته باشد ممکن است، پس اگر شکل دیگری از مساله

با این شرط که نگاشت مناسب برای تبدیل شکل مورد نظر به 
-شود. تمام محیطدایره در اختیار باشد، مساله قابل حل می

های نامتناهی با یک سوراخ به شکل دلخواه با نگاشت زیر به 

 :شوندی واحد تبدیل میبیرون یا داخل دایره

{
 
 

 
 𝑧 = 𝜔(ζ) = 𝑅(ζ +∑𝑐𝑘ζ

−𝑘
)   (|ζ|

2
> 1)  

𝑛

𝑘=0

𝑧 = 𝜔(ζ) = 𝑅(
1

ζ
+∑𝑐𝑘ζ

𝑘
)  (|ζ|

2
≤ 1)

𝑛

𝑘=0

(1)  

 1مطابق شکل ی مربعی ای دارای یک حفرهصفحه

دا مختصات واقع است. برای مفروض است. مرکز حفره در مب
ی مربعی در ی توزیع تنش اطراف تونل معادل حفرهمحاسبه

𝑧 ،(𝑧ی صفحه = 𝑥 + 𝑖𝑦)تواند به حیط بیرون مربع می، م

𝜁  ، (𝜁ی مختلط ی واحد در صفحهمحیط بیرون دایره =

𝜌𝑒𝑖𝜃 = 𝜉 + 𝑖𝜂) گاشته شود.ن  𝑦و 𝑥  به ترتیب محورهای

 و قائم محورهای 𝜂 و 𝜉و  𝑧افقی و قائم در دستگاه مختصات 

 & Timoshenko)هستند  𝜁در دستگاه مختصات افقی

Goodier, 1970).  

 

 
ای به شعاع ی مربعی شکل به دایرهنگاشت حفره -1شکل    

 واحد

 

ارائه شده و آن در حالت کلی  این نگاشت توسط ساوین
 :(Savin, 1961)  ی زیر استبه صورت معادله

(2) 

𝑧 = 𝜔(ζ)

= 𝑅

{
 
 

 
 ζ +

𝑎 + 𝑎

2

1

ζ
+
(𝑎 − 𝑎)2

24

1

ζ
3

+
(𝑎2 − 𝑎

2)(𝑎 −𝑎)

80

1

ζ
5 + ⋯

}
 
 

 
 

 

 که در آن: 

(3) 

𝑎 = 𝑒2𝑘𝜋𝑖  ; 𝑎 = 𝑒−2𝑘𝜋𝑖   

𝑘𝜋 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
1

√𝜆
) 

 𝜆 =
𝑙

𝑤
 , 𝑘 = 0.25 (

𝑙

𝑤
)−0.3  

 ζ = 𝜌𝑒𝑖𝜃 = 𝜌(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃)  

اگر  .استطول آن  𝑙عرض تونل مستطیلی و  𝑤ه ک

𝑘 <
1

4
ع ن معنی که ضلباشد مستطیل افقی خواهد بود به ای 

𝑘است. اگر  𝑥بزرگتر موازی محور  >
1

4
باشد مستطیل قائم  

𝑘است و اگر  𝑦شود یعنی ضلع بزرگتر آن موازی محور می =
1

4
 شد مربع خواهد بود که حالت خاصی از مستطیل است. 

 𝜑(ζ)کولوسوو و موسخیلیشویلی، توابع پتانسیل نظریه طبق

ه ب در مختصات قطبی بر حسب مولفه های تنش 𝜓(ζ)و 
 :(Muskhelishvili,1954) گرددبیان می زیر صورت

 
𝜎𝑟 + 𝜎𝜃 = 2[𝜑 ′(𝑧) + 𝜑 ′(𝑧)] = 4𝑅𝑒[ 𝜑 ′(𝑧)] 

𝜎𝜃 − 𝜎𝑟 + 2𝑖𝜏𝑟𝜃 = 2𝑒2𝑖𝜃 [𝑧𝜑"(𝑧) +𝜓′(𝑧)]  
(4) 

𝑧همچنین با قرار دادن  = 𝜔(𝜁)  (4)در معادلات 
 آید:دست میه بمعادلات زیر 

𝜎𝜌 +𝜎𝜃 = 2 [Φ(ζ) + Φ(ζ)] = 4 𝑅𝑒[Φ(ζ)]            

𝜎𝜃 −𝜎𝜌 +2𝑖𝜏𝜌𝜃 =
2ζ

2

𝜌2
𝜔′(ζ)

𝜔′ (ζ)
                        (5)     

[
𝜔(ζ)

𝜔′ (ζ)
Φ′(ζ) + Ψ(ζ)]                                                

 

 (:5که در معادلات )

 

Φ(ζ) =
𝜑′(ζ)

𝜔′(ζ)
    ,       Ψ(ζ) =

𝜓′(ζ)

𝜔′(ζ)
 

 

𝜌روی سطح تونل = 𝜏𝜌𝜃 وهمچنین   1 = 𝜎𝜌و0 =
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  :توان نوشت، در نتیجه می0

𝜎𝜃 = 4 𝑅𝑒[Φ(ζ)]                                                (6) 

های مماسی، به ترتیب مولفه 𝜏𝜌𝜃و  𝜎𝜃  ،𝜎𝜌که در اینجا

باشند. شکل کلی می𝜁  ی شعاعی و برشی تنش در صفحه

𝜑 توابع مختلط (𝜁)  و𝜓 (𝜁) (7به صورت معادلات )است : 

{
 
 
 

 
 
 𝜑(ζ) = −

𝑋 + 𝑖𝑌

2𝜋(1 + 𝑥)
ln ζ +

𝑅(𝐵1 + 𝑖𝐶1) ζ + 𝜑0(ζ)          

𝜓(ζ) =
𝑥(𝑋 − 𝑖𝑌)

2𝜋(1 + 𝑥)
ln ζ +       

𝑅(𝐵 ′+ 𝑖𝐶 ′) ζ + 𝜓0(ζ)         

                           (7) 

𝜑0(ζ)در آنکه  = ∑ 𝛼𝑛ζ
−𝑛∞

𝑛=1  و𝜓0(ζ) =

∑ 𝛽𝑛ζ
−𝑛∞

𝑛=1  و𝑌 و  𝑋.ه برای ب نیروهای خارجی هستند

که توسط  (9از روابط) 𝜓0(ζ)و  𝜑0(ζ)دست آوردن 
 و ساوین (Muskhelishvili,1954) وسخیلیشویلیم

(savin,1961) شودارائه شد استفاده می (|ζ|
2
> 1) : 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝜑0(ζ) +

1

2𝜋𝑖
∫
𝜔(𝜎)

𝜔′(𝜎)

𝜑 ′
0
(𝜎)

𝜎 − ζ
𝑑𝜎 =

𝜎

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓0

𝜎 − ζ
𝑑𝜎                              

𝜎

𝜓0(ζ) +
1

2𝜋𝑖
∫
𝜔(𝜎)

𝜔′ (𝜎)

𝜑 ′
0
(𝜎)

𝜎 − ζ
𝑑𝜎 =

𝜎

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓0

𝜎 − ζ
𝑑𝜎                                 

𝜎

                (8) 

، به عنوان تابع مرزی تنش معرفی و به صورت 𝑓0تابع 

 شود:زیر تعریف می

𝑓0 = 𝑖∫ (𝑋 + 𝑖𝑌)𝑑𝑠 −
𝑋 + 𝑖𝑌

2𝜋
ln𝜎 − 

1 + 𝜐

8𝜋
(𝑋 − 𝑖𝑌)

𝜔(𝜎)

𝜔′(𝜎)
σ − 2𝐵1𝜔(𝜎) −             (9) 

(𝐵 ′
1− 𝑖𝐶

′
1
)𝜔(𝜎)  

𝑓0  نیز مزدوج تابع𝑓0  است. 

 

 تحلیل تنش اطراف تونل مربعی  -3
که مربع حالت خاصییی از مسییتطیل اسییت    با توجه به این

(λ = ش  1 ستفاده  2ی )ت از معادله(، برای یافتن تابع نگا ( ا

قدار   برابر  𝑘کرده و م
1

4
ته می    نابراین   ؛شیییوددر نظر گرف ب

 توان نوشت:می

𝜔(ζ) = 𝑅(ζ −
1

6 ζ
3+

1

56 ζ
7+

1

176  ζ
11 + ⋯ )(10) 

ی اول این سری توان دو جملهترین حالت میدر ساده

 را در نظر گرفت:

𝜔(ζ) = 𝑅 (ζ −
1

6 ζ
3)                                            (11)  

𝜌و  𝜁به جای  𝜌𝑒𝑖𝜃با جایگذاری = و جدا کردن  1
 آید: دست میه قسمت حقیقی و موهومی آن ب

𝑥 = 𝑅 (𝑐𝑜𝑠𝜃 −
1

6
𝑐𝑜𝑠3𝜃)    

𝑦 = 𝑅 (𝑠𝑖𝑛𝜃 +
1

6
𝑠𝑖𝑛3𝜃)       

 

                               (12) 

 ختصات کارتزین شکل تونل( در م12با رسم معادلات )

 .قابل رسم است 2مطابق شکل 

 

 
 اینمایی از تونل مربعی تحت نگاشت دو جمله -2شکل

 

آید، با دست میه ( ب3ی)از رابطه 𝑅که  با توجه به این

𝜆قرار دادن  = 𝑅توان نوشت:در این رابطه می 1 =
3

5
𝑤    که

𝑤 ای هی گوشهباشد. شعاع انحنای ضلع تونل مربعی میاندازه

  :(Savin, 1961)  آیددست میه ( ب13ی )تونل از رابطه

𝑟𝜃=45 =
1

10
𝑅 =

3

50
𝑤 = 0.06𝑤                        (13) 

 ( را نوشت: 14توان روابط )( می11ی )با توجه به رابطه
 

𝜔′(ζ) = 𝑅 (1 +
1

2 ζ
4)                                        

𝜔′(ζ) = 𝑅 (1 +
1

2 
ζ
4
)                                     

𝜔(ζ) = 𝑅 (
1

ζ
−
1

6 
ζ
3
)                                          

(14) 

= 𝑁1 در کشش یا فشار تک محوره ) 𝑝  و
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𝑁2 =  𝑁3 = تنش قائم  𝑁2 همان تنش افقی و  𝑁1 ( که0

توان ( می7) یبا توجه به معادله. ندهستتنش برشی 𝑁3 و 

 نوشت: 

{
 
 

 
 𝐵1 =

1

4
( 𝑁1 + 𝑁2) =

𝑝

4
                                            

𝐵 ′
1+ i𝐶

′
1 =

1

2
(𝑁2 −  𝑁1 + 2𝑖 𝑁3)𝑒

−2𝑖𝛼     (15) 

= −
𝑝

2
𝑒−2𝑖𝛼                                                                    

 

( به شکل 7بدون حضور نیروهای خارجی روابط )

 آیند:( درمی16معادلات )

{
𝜑(ζ) =

𝑝

4
[𝜔(ζ)] +𝜑0(ζ)               

𝜓(ζ) = −
𝑝

2
𝑒−2𝑖𝛼 [𝜔(ζ)] + 𝜓0 (ζ)

                 (16) 

توان ( می16معادلات )( در 11ی )با جایگذاری معادله

 نوشت:

𝜑(ζ) =
𝑝𝑅

4
(ζ −

1

6 ζ
3) + 𝜑0(ζ)                          

𝜓(ζ) = −
𝑝𝑅

2
(ζ −

1

6 ζ
3)𝑒

−2𝑖𝛼 + 𝜓0(ζ)         

(17) 

( بر حسب 9ی )( در معادله15( و )11با جایگذاری معادلات )
 آیند:دست میه شرایط مرزی معادلات زیر ب

{
 
 
 

 
 
 
𝑓0 = −

𝑝𝑅

2
[
(𝜎 −

1

6 𝜎3
) −

𝑒+2𝑖𝛼 (
1

𝜎
−
1

6 
𝜎3)

]   

𝑓0 = −
𝑝𝑅

2
[
(
1

𝜎
−
1

6 
𝜎3) −

𝑒−2𝑖𝛼 (𝜎 −
1

6 𝜎3
)

]     

             (18) 

 
توان ( و در شرایط مرزی می14به کمک معادلات )

 نوشت: 

 

{
 
 

 
 

𝜔(𝜎)

𝜔′(𝜎)
=
−1

6𝜎3
+

13𝜎

6(𝜎4 + 2)
    

𝜔(𝜎)

𝜔′(𝜎)
=
−1

6
𝜎3 +

13𝜎3

12 (𝜎4 +
1
2
)
   

                 (19) 

 

توان برای سمت چپ یم 8ی اولین معادلهبا رجوع به 

 آن نوشت: 

𝛼0 + 𝛼1
1

ζ
+ 𝛼2

1

ζ
2 + ⋯ + 

1

2𝜋𝑖
∫ (

−1

6𝜎3
+

13𝜎

6(𝜎4 + 2)
)                             (20)    

(−𝛼1ζ
2
− 2𝛼2ζ

3
− 3𝛼3ζ

4
+ ⋯)

𝑑𝜎

𝜎 − ζ
 

= (𝛼0 + 𝛼1
1

ζ
+ 𝛼2

1

ζ
2 + ⋯+

𝛼1

6ζ
+
2𝛼2

6
+ 0

+ ⋯ ) 
 و سمت راست آن: 

=
1

2𝜋𝑖
∫−

𝑝𝑅

2
[(𝜎 −

1

6 𝜎3
) − 𝑒+2𝑖𝛼  

(
1

𝜎
−
1

6 
𝜎3)]

𝑑𝜎

𝜎 − ζ
= −

𝑝𝑅

2
[
−1

6ζ
3 −

𝑒+2𝑖𝛼

ζ
] = 

𝑝𝑅

12
[
1

ζ
3 +

6𝑒+2𝑖𝛼

ζ
]                                          (21) 

 

ضرایب  با برقراری تساوی بین چپ و راست معادله
𝛼0،𝛼1،𝛼2  و𝛼3 آیند:دست میه طبق معادلات زیر ب 

𝛼0 = 0 , 𝛼1 = 𝑝𝑅 (
3

7
𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑖

3

5
𝑠𝑖𝑛2𝛼) 

𝛼2 = 0, 𝛼3 =
𝑝𝑅

12
                                                  (22) 

 آید:دست میه ، ب𝜑0(ζ)با جایگذاری این مقادیر درفرمول 

𝜑0(ζ) =  𝑝𝑅[(
3

7
𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑖

3

5
𝑠𝑖𝑛2𝛼)

1

ζ
 

+
1

12

1

ζ
3]                                                                  (23) 

سازی عبارت، توان برای سادهمی
3

7
𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑖

3

5
𝑠𝑖𝑛2𝛼 

ی در نظر گرفت که در این حالت مشتق معادله 𝑎1را برابر 

 :عبارتند از 23

𝜑′0(ζ) =  𝑝𝑅 [−
𝑎1

ζ
2 −

1

4ζ
4]                                (24) 

توان برای سمت چپ آن می 8ی دومین معادلهبا رجوع به 
 نوشت: 

𝛽0 + 𝛽1
1

ζ
+𝛽2

1

ζ
2 + ⋯+

1

2𝜋𝑖
∫(

−𝜎3

6𝜎

 

+
13𝜎3

12(𝜎4 +
1
2
)
)𝑝𝑅 (−

𝑎1

𝜎2
−

1

4𝜎4
)
𝑑𝜎

𝜎 − ζ
= 
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= (𝛽0 + 𝛽1
1

ζ
+ 𝛽2

1

ζ
2 +⋯+ 

𝑅 [
−ζ

6
+

13ζ

12 (ζ
4
+
1
2
)
] ζ

2
(−

𝑎1

ζ
2 −

1

4ζ
4) 

= (𝛽0 + 𝛽1
1

ζ
+ 𝛽2

1

ζ
2 +⋯ 

+𝑝𝑅 [
1

24ζ
− 𝑎0𝑎1 −

𝑎0

4ζ
2])                                 (25) 

 و سمت راست آن:

=
1

2𝜋𝑖
∫ −

𝑝𝑅

2
[(
1

𝜎
−
1

6 
𝜎3) − 𝑒−2𝑖𝛼 (𝜎 −

1

6 𝜎3
)]

𝜎

 

𝑑𝜎

𝜎 − ζ
= −

𝑝𝑅

2
[
1

ζ
+
𝑒−2𝑖𝛼

6 ζ
3 ]                                 (26) 

 که در آن:

𝑎0 =
13ζ

12 (ζ
4
+
1
2
)
 

𝑎1 =
3

7
𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑖

3

5
𝑠𝑖𝑛2𝛼                                 (27) 

 :8ی اوی بین چپ و راست دومین معادلهبا برقراری تس

𝛽0 = 𝑝𝑅(𝑎0𝑎1),    𝛽1 = −
13

24
𝑝𝑅 

 𝛽2 =
𝑝𝑅

4
𝑎0,    𝛽3 = −

𝑝𝑅

12
𝑒−2𝑖𝛼                        (28) 

𝜓0با جایگذاری این مقادیر درفرمول  (𝜁)دست ه ، ب
 :آیدمی

𝜓0(ζ) = −
𝑝𝑅

12
[𝑒−2𝑖𝛼

1

ζ
3 +

−26𝑎1ζ + 13ζ
3

1 + 2ζ
4 ] (29) 

𝜑0دست آمدن ه حال با ب (𝜁)  و𝜓0 (𝜁)  و جایگذاری

𝜑توان دو تابع ( می17) تاین مقادیر در معادلا (𝜁)  و

𝜓 (𝜁) دست آورد: ه را ب 

𝜑(ζ) = 𝑝𝑅

[
 
 
 
 
1

4
ζ+ (

3

7
𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑖

3

5
𝑠𝑖𝑛2𝛼)

1

ζ

+
1

24

1

ζ
3

]
 
 
 
 

 

𝜓(ζ) = −𝑝𝑅[
1

2
𝑒−2𝑖𝛼ζ 

13ζ
3
− 26 (

3
7
𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑖

3
5
𝑠𝑖𝑛2𝛼) ζ

12 (1 + 2ζ
4
)

]                (30) 

 

تنش مماسی اطراف تونل مربعی در حالت  -3-1

 نگاشت دو جمله ای
𝛼برای شرایط تنش تک محوره ی افقی) = ( و با توجه به 0

𝜔تابع نگاشت  (𝜁) = 𝑅 (𝜁−
1

6 𝜁
به  ( 30) لاتمعاد (3

  شوند:شکل زیر نوشته می
 

𝜑(ζ) = 𝑝𝑅 [
1

4
ζ +

3

7

1

ζ
+
1

24

1

ζ
3
]         

𝜓(ζ) = −𝑝𝑅

[
 
 
 
 
1

2
ζ +

91

ζ
−
78

ζ
3

84 (
1

ζ
4 + 2)

]
 
 
 
 

       

       (31) 

ت دست آمده و تابع نگاشه با جایگذاری توابع پتانسیل ب

تونل در حالت توان تنش مماسی اطراف مربوط به آن می

𝜎𝑥 = 𝑝 (𝛼 = 𝜎𝑦( و 0 = 𝜏𝑥𝑦 =  دست آورد:ه را ب 0

𝛷(ζ) =
𝜑 ′(ζ)

𝜔′(ζ)
=

𝑝 [
ζ
4

4
−
3
7

ζ
2
−
1
8
]

[ζ
4
+
1
2
]

                 (32) 

𝜎𝜃 = 4 𝑅𝑒 [
𝜑 ′(ζ)

𝜔′(ζ)
] = 𝑝 [

3 −
72
7 
𝑐𝑜𝑠2𝜃

5 +4𝑐𝑜𝑠4𝜃
]         (33) 

𝜎𝑦ر حالت و د = 𝑝 (𝛼 = 𝜎𝑥(و 90 = 𝜏𝑥𝑦 = 0 : 

𝜎𝜃 = 4 𝑅𝑒 [
𝜑 ′(ζ)

𝜔′(ζ)
] = 𝑝 [

3 +
72
7 
𝑐𝑜𝑠2𝜃

5 +4𝑐𝑜𝑠4𝜃
]         (34) 

تنش مماسی اطراف تونل مربعی در حالت  -3-2

 اینگاشت سه جمله
در این حالت برای دستیابی به دقت بالاتر، سه جمله از 

  شود:ر گرفته مینگاشت در نظ

𝜔(ζ) = 𝑅 (ζ −
1

6 ζ
3 +

1

56 ζ
7)                          (35) 

های تونل در این حالت برابر است شعاع انحنای گوشه

 با: 

𝑟𝜃=45 =
4

100
𝑅 = 0.0245𝑤                               (36) 

که در مقایسه با حالت قبل کاهش یافته است. این 

نشان داده شده،  3همان طور که در شکل  کاهش زاویه

 محسوس است.
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نمایی از تونل مربعی تحت نگاشت سه  -3شکل

 ایجمله

دو تابع پتانسیل مختلط برای حالت تنش افقی برجای 

 شود:تک محوره به شکل زیر نوشته می

𝜑(ζ) = 𝑝𝑅 [0.25ζ + 0.426
1

ζ
+ .046

1

ζ
3 +

0.008
1

ζ
5 − 0.004

1

ζ
7]                                          (37)  

𝜓(ζ) = −𝑝𝑅[0.5ζ + 

[

0.548
1

ζ
−0.457

1

ζ
3 − 0.026

1

ζ
5 − 0.029

1

ζ
7

1 +0.5
1

ζ
4 − 0.125

1

ζ
8

] 

  توان نوشت:که می

𝛷(ζ) = 𝑝[
0.25ζ

8
− 0.426ζ

6
− 0.138ζ

4

[ζ
8
+
1
2

ζ
4
−
1
8
]

 

−0.04ζ
2
+ 0.028]

[ζ
8
+
1
2

ζ
4
−
1
8
]
]                                           (38) 

 و در نتیجه:  

𝜎𝜃 =
−0.654 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 0.0182 𝑐𝑜𝑠4𝜃

81
256

−
1
16
𝑐𝑜𝑠8𝜃 +

7
32
𝑐𝑜𝑠4𝜃

       (39) 

+0.0132  𝑐𝑜𝑠6𝜃 − 0.0032  𝑐𝑜𝑠8𝜃 + 0.1775

81
256

−
1
16
𝑐𝑜𝑠8𝜃 +

7
32
𝑐𝑜𝑠4𝜃

 

دو تابع پتانسیل مختلط برای حالت تنش قائم برجای 

 :شودتک محوره به شکل زیر نوشته می

𝜑(ζ) = 𝑝𝑅[0.25ζ −0.426
1

ζ
+ 0.046

1

ζ
3 

−0.008
1

ζ
5 − 0.004

1

ζ
7]                                       (40) 

𝜓(ζ) = −𝑝𝑅[−0.5ζ + 

0.548
1

ζ
+ 0.457

1

ζ
3 − 0.026

1

ζ
5 +0.029

1

ζ
7

1 + 0.5
1

ζ
4 − 0.125

1

ζ
8

] 

  یو نهایتا تنش مماسی در این حالت به شکل معادله

  شود:نوشته می (41)

𝜎𝜃 =
0.654 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 0.0182 𝑐𝑜𝑠4𝜃

81
256

−
1
16
𝑐𝑜𝑠8𝜃 +

7
32
𝑐𝑜𝑠4𝜃

               (41) 

−0.0132  𝑐𝑜𝑠6𝜃 − 0.0032  𝑐𝑜𝑠8𝜃 + 0.1775

81
256

−
1
16
𝑐𝑜𝑠8𝜃 +

7
32
𝑐𝑜𝑠4𝜃

 

 

 تنش مماسی اطراف تونل مربعی در حالت -3-3

 نگاشت چهار جمله ای
 دارد:نگاشت زیر چهار جمله از نگاشت کلی مربع را در بر

𝜔(ζ) = 𝑅 (ζ −
1

6 ζ
3 +

1

56 ζ
7 +

1

176 ζ
11)       (42) 

 

های تونل برابر است انحنای گوشه در این حالت شعاع

 با: 

𝑟𝜃=45 =
7

300
𝑅 = 0.014𝑤                                 (43) 

که در مقایسه با دو حالت قبل کاهش چشمگیری داشته 

 نشان داده شده است. 4و در شکل  است

 
نمایی از تونل مربعی تحت نگاشت چهار  -4شکل

 ایجمله
 

𝜑دو تابع پتانسیل  (𝜁)  و𝜓 (𝜁) برای شرایط-

𝜎𝑥مرزی = 𝜏𝑥𝑦 = 𝜎𝑦  و 0 = 𝑝  آیند:می در به شکل زیر 

𝜑(ζ) = 𝑝𝑅[0.25ζ −0.425
1

ζ
+ 0.0476

1

ζ
3 − 

0.0086
1

ζ
5 − 0.006

1

ζ
7 + 0.0024

1

ζ
9  

+0.0014
1

ζ
11 ]                                                                   (44) 

𝜓(ζ) = 𝑝𝑅[0.5ζ − 

0.479
1

ζ
− 0.457

1

ζ
3 + 0.269

1

ζ
5 −

1 + 0.5
1

ζ
4− 0.125

1

ζ
8 + 0.063

1

ζ
12
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0.037
1

ζ
7 − 0.073

1

ζ
9 +0.017

1

ζ
11 + 0.031

1

ζ
13

1 + 0.5
1

ζ
4 −0.125

1

ζ
8 + 0.063

1

ζ
12

 

 تحلیل روابط-4
-می دست آمده در بخش قبله معادلات ببا استفاده از 

تک  حالت تنش برجای دودر مقادیر تنش مماسی توان 

سه ای، از نگاشت دو جملهافقی و هیدرواستاتیک  یمحوره

دست آورد که به ترتیب در ه ای را بو چهارجملهای جمله

تنش مماسی آورده شده است.  3و جدول  2، جدول 1جدول 

تنش برجای  در حالت های الف( =90و  =0در فواصل بین 

در  ،تنش برجای هیدرواستاتیک ی افقی ب(تک محوره
به ترتیب در ای و چهارجملهای سه جملهای، نگاشت دو جمله

نشان داده شده است. 7و  6،  5ی هاشکل

 ایهی افقی، تنش برجای هیدرواستاتیک در نگاشت دو جملتنش های مماسی تحت تنش برجای تک محوره -1جدول

-plane z-plane /p σθ/p 

   تنش هیدرواستاتیک تنش تک محوره افقی

0 0.00 -0.8095 0.6605 

5 -1.64 -0.8139 0.6861 

10 -3.08 -0.8265 0.7435 

15 -4.11 -0.8439 0.8561 

20 -4.37 -0.8568 1.0532 

25 -3.33 -0.8388 1.3936 

30 0.00 -0.7142 2.0 

35 7.48 -0.2675 3.0925 

40 22.12 0.9779 4.8338 

45 45.00 3.0 6.0 

50 67.88 3.8559 4.8338 

55 82.52 3.367 3.0995 

60 90.00 2.7142 2.0 

65 93.33 2.2324 1.3937 

70 94.37 1.91 1.0532 

75 94.11 1.7 0.8561 

80 93.08 1.57 0.7435 

85 91.64 1.499 0.6861 

90 90.00 1.47 0.6605 

 

                         
 

برجای (تنش ب ی افقیبرجای تک محوره در حالت های الف(تنش =90و  =0تنش مماسی در فواصل بین  -5شکل

 هیدرواستاتیک)در نگاشت دو جمله(

 )ب( )الف(
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 ایی افقی، تنش برجای هیدرواستاتیک در نگاشت سه جملهتنش های مماسی تحت تنش برجای تک محوره -2جدول

-plane z-plane /p /p

   تنش هیدرواستاتیک افقیتنش تک محوره 

0 0.000 -0.948 0.814 
5 1.225 -0.929 0.81 

10 1.712 -0.8814 0.8066 

15 1.102 -0.8273 0.8237 

20 -0.474 -0.784 0.889 

25 -2.441 -0.7547 1.0523 
30 -3.670 -0.7144 1.4269 

35 -1.749 -0.5232 2.3318 

40 9.945 0.5982 5.0132 

45 45.000 4.437 8.874 

50 80.055 4.415 5.0132 
55 91.749 2.855 2.3318 

60 93.670 2.1413 1.4269 

65 92.441 1.807 1.0523 

70 90.474 1.673 0.889 

75 88.898 1.651 0.8237 
80 88.288 1.688 0.8066 

85 88.775 1.739 0.81 

90 90.000 1.762 0.814 

 

  
 

ی افقی. ب(تنش برجای برجای تک محوره در حالت های الف(تنش =90و  =0تنش مماسی در فواصل بین  -6شکل

 )در نگاشت سه جمله(هیدرواستاتیک

 ایی افقی، هیدرواستاتیک در نگاشت چهار جملهتنش های مماسی برجای تک محوره -3جدول

-plane z-plane /p /p

   تنش هیدرواستاتیک ه افقیتنش تک محور

0 0 1.616 0.745 

15 1.71 1.802 0.901 

30 -5.82 1.932 1.23 

40 17.04 4.23 4.495 

45 45.0 5.763 11.526 

50 72.96 0.265 4.495 

60 95.82 -0.702 1.23 

75 88.29 -0.901 0.901 

90 90.0 -0.871 0.745 

 )الف(

 )الف( )ب(
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 )الف(                                                                                                             

ی افقی. ب(تنش برجای برجای تک محوره در حالت های الف(تنش =90و  =0های مماسی در فواصل بین تنش -7شکل

 نگاشت چهار جمله()در هیدرواستاتیک

 

 نتیجه گیری -5
ی میرز تونیل   ناحییه  در یمماس تنش میدان مقاله این در

پتانسییل موسخلیشیویلی و    مربعی شکل بر اسیاس توابیع  

ای و چهیار  ای، سیه جملیه  در سه حالت نگاشت دو جمله
ای و همچنییین در شییرایط مییرزی مختلییف مییورد  جملییه

 محیطیی  صیورت ه بی  بررسی قیرار گرفیت. تیوده سینگ    

 است.  شده فرض ایزوتروپ و خطی الاستیک بارفتار
تیوان دیید کیه تمرکیز     ه نمودارها میبا نگاهی کلی ب

هیا بیشیترین   در گوشیه  5ی نمیودار شیماره  دو تنش در 

ی مقدار خیود را داراسیت. در حالیت تینش تیک محیوره      

 ی تونییل منفییی اسییتافقییی، تمرکییز تیینش روی دیییواره
ایجاد کشیش و نهایتیا تیرک    درجه( و باعث  38)تقریبا تا 

کییه مسییتلزم اسییتفاده از    شییود در اییین ناحیییه مییی  

و پیس از آن   اسیت هیای بیشیتری بیرای تونیل     نگهدارنده

درجیه ادامیه    50ی تمرکز تنش به شکل مثبت تا ناحییه 
 رسید پیدا کرده و در ایین ناحییه بیه حیداکثر خیود میی      

( و بعیید از آن رونیید کاهشییی داشییته تییا اینکییه در  9/3)

( تمرکیز تینش بیه مقیدار     درجه 90ی سقف تونل )ناحیه

ی دو محییوره، ناحیییه رسیید. در حالییت تیینش  مییی 5/1
شیود امیا   ای در دیواره و یا سقف تونل دیده نمیی کششی

رسیییده و افییزایش   6هییا بییه  تمرکییز تیینش در گوشییه 

تیری نییز بیه دنبیال     چشمگیری داشته و حالیت بحرانیی  
 خواهد داشت. 

تیوان دریافیت   میی  7و 6با دقت در دو نمودار هیای  

کیه رونید تغییییرات تینش ماننیید تغیییرات آن در بخییش     

ل است)نگاشیت دو جملیه ای(. بیا ایین تفیاوت کیه در       قب
ای و چهارجملیه ای  نگاشت سه جمله نسبت بیه دوجملیه  

ای مقییدار تمرکییز تیینش مقییادیر  نسییبت بییه سییه جملییه

بیشتری را به خیود اختصیاص داده اسیت. همیانطور کیه      
شییود تمرکیز تیینش مماسیی مییاکزیمم در   مشیاهده میی  

،  85/3ه ی افقی بیرای نگاشیت دو جملی   حالت تک محوره

و بییرای نگاشییت   43/4ای بییرای نگاشییت سییه جملییه   

رسیده است. بیه ایین معنیی     76/5ای به مقدار چهارجمله
هیای تونیل و   ی انحنیای گوشیه  که با کوچک شدن زاوییه 

تر شدن آن، تمرکز تینش اطیراف تونیل افیزایش     تیزگوشه

افقیی باعیث ایجیاد     یتنش تک محیوره همچنین  یابد.می

ی تونیل و تینش تیک    در دییواره )مقیادیر منفیی(    کشش
-ی قائم باعث ایجیاد کشیش در سیقف تونیل میی     محوره

 شود.

حل  در فراوان دارای قابلیت عددی هایروش اگرچه

 توابع تحلیلی روش اما هستند مهندسی بسیاری از مسائل
 مسائل حل در و دقیق موثر مختلط روشی پتانسیل

.است الاستیسیته
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