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 چکیده  واژگان کلیدی

 توانندیحفر شده نم یهاتونل هانیاز زم یاریآن است. در بس یداریپا نیتونل تأم یعامل در طراح نیترمهم 

تونل در  یریقرارگ ،همچنیناستفاده کرد.  ییهالیاز حا دیها باداشتن آنپابرجا نگه یخودنگهدار باشند و برا

 نی. بنابرادینما فایا یداریرا در پا ینقش اصل یشناسنیزم طیاست که شرا باعث شده یعیمصالح طب انیم

. در این پژوهش با ه شوداطراف تونل پرداخت یهاتنش تیوضع یبه بررس دیتونل با یداریپا نیتام یبرا

دله دیفرانسیل حاکم بر رفتار توده سنگ در تونل امع ،پتانسیل مختلط و نگاشت همدیس توابعاستفاده از 

های های مماسی، شعاعی و برشی در مرز تونل در حالتتنش. است شده محاسبهها حت تنشای تدایرهنیم

در اند. ای محاسبه شدهمختلف از جمله تنش برجای تک محوره افقی، قائم و تنش هیدرواستاتیک با استفاده از نگاشت سه، چهار و پنج جمله

یج های انجام گرفته، هر دو روش تحلیلی و عددی نتابراساس مقایسه .است دهش مقایسهعددی  سازیمدل بانهایت معادلات مورد استفاده 

توان گفت که مقادیر تنش صورت موضعی در اطراف تونل در مقادیر تنش حاصل شده اختلافاتی وجود دارد. میکنند و بهمشابهی را ارائه می

تونل، مقادیر هر دو روش با در نظر گرفتن ضرایب اطمینان حاصل شده براساس مبانی موجود در هر دو روش صحیح است و در طراحی 

 مناسب و تجربه مهندس قابل استفاده است.

 دایرهتونل نیم

 تحلیل تنش

 روش تحلیلی

 توابع پتانسیل مختلط 

 نگاشت همدیس

 تحلیل عددی 

 گفتارپیش -1
ها و فضاهای زیرزمینی برای مقاصد گوناگونی ساخته تونل

آب بر  هایو دسترسی، تونل حمل و نقل هایتونلشوند. می

در هر مورد و فضاهای زیرزمینی ازجمله این موارد هستند. 

طراح باید ضمن آگاهی دقیق از شرایط زمین، در جهت 

بهبود کیفیت مصالحی که قرار است تونل در آن حفر شود، 

های حفر شدهها تونلاقدام نماید. در بسیاری از زمین

 

ها داشتن آند خودنگهدار باشند و برای پابرجا نگهتوانننمی

ترین رسد که مهمهایی استفاده کرد. به نظر میباید از حائل

عامل در طراحی تونل، یا هر فضای زیرزمینی دیگر، تأمین 

یکی از مقاطع پرکاربرد در ساخت پایداری آن است. 

های بزرگ مقطع های حمل و نقل به خصوص تونلتونل

های تونل با مقطع . از نمونهاستدایره ی با مقطع نیمهاتونل

کوهسار شیراز،  تونلبه توان دایره در ایران و جهان مینیم

http://tuse.shahroodut.ac.ir/
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 Yamate) یامت تونل سرچم، تونل امام رضا در جاده اردبیل

Tunnel )شیان میانهدر ژاپن، تونل تیان (Middle 

Tianshan Tunnel )در چین و تونل یربا بوئنا(Yerba 

Buena Tunnel )برای طراحی . فرانسیسکو نام بردسان در

های موجود در شناخت تنش به ها نیازاز این قبیل تونل

ترین از مهم. بنابراین استاطراف تونل قبل و بعد از احداث 

محیط سنگی ی تنش در محاسبهنیازهای طراحی تونل، 

 باشد. آن می اطراف

 عددی و جربی،ت روش سه با هاتونل تحلیل و طراحی

 در عددی هایروش خلاف بر. شودمی انجام تحلیلی

 روند که رسیممی ایبسته معادلات به تحلیلی هایروش

 از بسیاری چه اگر. دهندمی نشان را متغیرها تاثیر عمومی

 از بهتر عددی هایمدل از استفاده با طراحی تونل مسائل

تحلیلی برای های روش از اما شوندمی حل تحلیلی هایروش

شود زیرا که  پوشی چشم نباید لگونه مسایحل این

پیچیده  مسائل حل در بالا توانایی وجود با عددی هایروش

معایبی همچون وابستگی به شرایط مرزی، وابستگی  دارای

ها، نوع توابع تقریب، وجود گرادیان بالای تنش به ابعاد المان

 هاییسازیساده به نیاز تحلیلی روابط اکثر و... هستند. در

 از اما برخی .است سنگ خطی الاستیک رفتار پذیرفتن نظیر

با اطمینان بالا تعیین  تحلیلی روابط توسط تنها هاپدیده

 یمحاسبه در مختلط پتانسیل توابع از شوند. استفادهمی

 از دارد. کاربرد الاستیک محیط در جابجایی و تنش میدان

 ل متعدد توسطدر مسای روش این اصلی جمله کاربردهای

 ,Kolossov) است شده هارای 5939در سال  کولوسو

 ساوین و موسخیلیشویلی جمله از دیگری محققین. (1909

 توسعه دادند را تئوری این نیز کاربردهای دیگر

(Muslkhilishvili, 1954) (Savin, 1961). 

با استفاده از توابع پتانسیل  5995در سال  ساوین

برای برخی مقاطع تونل،  همدیس نگاشتمختلط و انواع 

ها از معادلات تنش را محاسبه نموده و به بررسی انواع تنش

 .(Savin, 1961) های مماسی پرداخته استجمله تنش

حل الاستیک برای یک راه 5994در سال  گرچک

 ه دادیهای با مقاطع مرسوم را ارامحاسبه تنش اطراف تونل

(Gercek, 1997) .طالعهنگاشت همدیس مورد استفاده در م 

 استریچارد  –( بیورکمن Cardeloidاو از شکل )

(Bjorkman & Richards, 1979) گرچک در این مطالعه .

دست وسیله این روش بهز مقاطع تونل را که بهتعدادی ا

های بسته، این حلآید ترسیم نموده است. مانند سایر راهمی

یک ابزار ارزشمند برای درک مفهومی چگونگی تأثیر 

ها است. به خصوص، برای مطالعه پارامترهای خاص بر تنش

های درجا و مقاومت توده سنگ بر شکل و اندازه تأثیر تنش

 ها مفید است. یش از حد تحت فشار در اطراف دهانهمناطق ب

نشان  2332در سال   و استاوروپولو لیوستاکساداک

 طورتواند بهمختلط میپتانسیل که توابع  ندداد

 درای ل الاستیسیته صفحهیآمیزی برای حل مساموفقیت

مقطع عرضی با یک محور تقارن و  دارای هایتونل

 & Exadaktylos) های سطحی استفاده شودکشش

Stavropoulou, 2002) . برای  5994او نیز از روش گرچک

 وا. رسم نمودار نگاشت همدیس انواع مقاطع استفاده نمود

مقایسه نموده  عددی سازینتایج حاصل از معادلات را با مدل

ها و حل دقیق برای تنشیک راهدر این مطالعه  است.

ه یهای گرد اراوشههای دارای گها در اطراف تونلجابجایی

 ،که هر دو مدلاست  در این پژوهش آمدهاست.  شده

 بندکفگوشه و مناطق  بجزرا  هاهای مرزی و جابجاییتنش

 کنند. بینی میپیش

 ی مستطیلاهبرای ساز هو و همکاران 2339در سال 

روش تحلیلی براساس  یک استکه تحت موج برشی  شکل

 نمودنده یارا تئوری متغیرهای مختلط و نگاشت همدیس

(Huo, et al., 2006) . عددی نیز در  تحلیلهمچنین از یک

 تحلیلی استفاده کردند. روشکنار 

ای با های دایرهدر تونل لی و وانگ 2337در سال 

وابع های برجا و برشی با استفاده از تآستر تحت تنش

ه یای الاستیک اراحل کرنش صفحهراهیک  ،لطپتانسیل مخت

. در این پژوهش آمده است که (Li & Wang, 2008) دادند

با استفاده از توابع پتانسیل مختلط که ابتدا توسط 

حل کرنش الاستیک مشخلیشویلی تاسیس شد، یک راه

اطراف یک های اضافی در ها و جابجاییای برای تنشصفحه

ای شکل در یک مصالح زمینی ایزوتروپیک تونل مدور دایره

ه شده خت و بارهای داخلی ارایبه دلیل بارهای ثقلی یکنوا

 است. 

با استفاده از توابع مختلط  باتیستا 2355در سال 

–Schwartz)کریستوفل -موسخیلیشویلی و نگاشت شوارتز

Christoffel )طراف حفرات ها در اها و جابجاییمیدان تنش



 1053 ستانتاب؛ 1ی ؛ شماره13ی مهندسی تونل و فضاهای زیرزمینی؛ دوره علمیی نامهفصل ود
 

01 

 . (Batista, 2011) تعیین نمود را یاهغیر دایر

وضعیت تنش اطراف تونل زمانی  2352در سال 

های ای برای دامنه تنش اصلی و غیراصلی با روشدایره

این روش . (Zamani, 2012) است تحلیلی را محاسبه کرده

معادلات تعادل،  برای تحلیل دو بعدی دقیق است زیرا

می توان از آن  کند.گاری و شرایط مرزی را برآورده میساز

های عددی موجود در این سنجی روشبرای بررسی و صحت

 زمینه استفاده کرد.

های بیضوی تنش اطراف تونل 5492عالمی در سال 

با استفاده از تئوری  را به روش تحلیلی و تحت میدان برشی

او در . (Alami, 2013) محاسبه نمودتوابع پتانسیل مختلط 

 نامه به نتایج زیر دست یافته است:این پایان

 به نسبت زاویه تونل و شعاع ایهای دایرهدر تونل -5

 باشد.افقی از جمله پارامترهای تاثیرگذار می محور

 ای تغییراتهای دایرههای اطراف تونلدر تنش -2

 باشد.آن تاثیرگذار نمی شعاع به تونل محور از صلهفا نسبت

 کوچک، به بزرگ قطر نسبت بیضوی، هایتونل در -4

از جمله  تونل چرخش یزاویه و افقی محور به زاویه نسبت

 تونل از شدن دور باشند و بامی کننده تعیین پارامترهای

 شود.می کمتر فوق پارامترهای تاثیر

 پژوهش خود در 5494در سال  کارگر و همکاران

 مغارهای اطراف در تنش میدان تعیین برای تحلیلی حلیراه

 ,.Kargar, et al) دادند ارایه ثابت، داخلی فشار تحت گازی،

 شکل برای مساله حل در پیچیدگی علت به. (2013

 همراه موسخلیشویلی مختلط پتانسل توابع مغار، غیردایروی

 نهایت در .اندگرفته قرار استفاده مورد همدیس نگاشت با

سازی عددی از مدل آمده بدست مقادیر با تحلیلی هایجواب

، 2357ها در سال همچنین آن بررسی و مقایسه شده است.

یک راه حل الاستیک نیمه تحلیلی برای میدان تنش 

 Kargar, et انده نمودهارایای عمق زیاد های غیر دایرهتونل

al., 2014.)  سازی با المان محدود این پژوهش به مدلدر

 است. نیز پرداخته شده

توابع پتانسیل  پایهبر 5497در سال  زمانی و همکاران

نگاشت  با استفاده ازو ( Muskhelishvili)موسخلیشویلی 

در شرایط  نیز ای وای و چهار جملهای، سه جملهدو جمله

 را بعمربا مقطع تنش مماسی در مرز تونل  ،مرزی مختلف

 . (Zamani, et al., 2014) اندمورد بررسی قرار داده

پتانسیل توابع  از امجدیان با استفاده 5497در سال 

اطراف تونل  هایتحلیلی برای تعیین تنش یحلمختلط راه

 های برجا ارائه داده استمربعی و مستطیلی تحت تنش

(Amjadian, 2014) . استفاده از نگاشت همدیس با او

و توده  معادل نمودهبه شکل دایره  مربعی را مقطع تونل

صورت الاستیک و ایزوتروپ در نظر گرفته شده هسنگ ب

 است. 

توابع  محاسبه برای 2351در سال  ناظم و همکاران

های نگاشت همدیس شش مقطع مختلف با شکل

ئه دو روش عددی ارا ،ای، سهمی شکل و قوسیدایرهنیم

در این پژوهش ثابت  (Nazem, et al., 2015)د دادن

اند که هرکدام از ضرایب خاصی که در رابطه نگاشت کرده

های خاص همدیس وجود دارد کنترل کاملی بر ویژگی

اشکال تونل مانند نسبت ارتفاع به عرض و شعاع انحنای 

 پایین و بالا دارند. 

ای از مجموعه همکاران وانگ و 2354در سال 

های ها و جابجاییهای تحلیلی برای محاسبه تنشحلراه

ای نزدیک به هم در ایجاد شده هنگام حفاری دو تونل دایره

. (Wang, et al., 2017) اندسنگ ویسکوالاستیک ارائه کرده

ها نیز در نظر های ارائه شده حفاری متوالی تونلحلدر راه

وابسته به زمان های دوقلو توابع گرفته شده است. شعاع تونل

کنند. هستند که فرآیند حفاری اتخاذ شده را منعکس می

ها به صورت عبارات تحلیلی به صورت انتگرال ارائه حلراه

ها و است که مقایسه تنشاند. در این پژوهش آمدهشده

های تحلیلی و حلشده توسط راهبینیهای پیشجابجایی

ا نشان تطابق خوبی بین دو روش ر FEM هایتحلیل

 دهد.می

ای به بررسی نگاشت در مقاله 5497در سال  زمانی

ها همدیس برای انواع مقاطع تونل جهت تحلیل تنش

دایره از معادله پرداخته است که برای تونل با مقطع نیم

  . (Zamani, 2018) ساوین استفاده نموده است

های حلبا استفاده از راه لی و همکاران  2359در سال 

ای های یک تونل دایرهها و جابجاییی، مقادیر تنشتحلیل

عمق در یک نیم صفحه الاستیک تحت بارهای توزیع کم

شده دلخواه بر سطح زمین بر اساس روش متغیر مختلط، 

های سازیشبیه. (Li, et al., 2019) است محاسبه شده

عددی انجام شده، نتایج به دست آمده از مدل تحلیلی را 
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دهد که هرچه . نتایج این پژوهش نشان میکندتایید می

تر موقعیت نسبی بین تونل و بارهای توزیع شده نزدیک

باشد، روند ادغام مناطق پلاستیکی بالقوه اطراف تونل و 

تر مناطق پلاستیکی بالقوه اطراف بارهای توزیع شده نزدیک

 شود.می

فن و همکاران یک راه حل تحلیلی  2323در سال 

ها در یک میدان تنش های تونلتغییر شکل ها وبرای تنش

-Mogiشدن کرنش و معیار غیریکنواخت بر اساس مدل نرم

Coulomb  ارائه نمودند. در این مطالعه، یک مدل مکانیکی

های حفاری شده در یک میدان تنش غیریکنواخت برای تونل

سپس، یک  .(Fan, et al., 2020) توسعه داده شده است

ها استفاده ها و جابجاییی محاسبه تنشحل تحلیلی براراه

دهد که توزیع تنش در اطراف تونل است. نتایج نشان میشده

 کند. به دلیل میدان تنش غیریکنواخت، تغییر می

از جمله مطالعات دیگر در زمینه تئوری الاستیسیته و 

، انگلند، توان به استیونسوناطراف تونل میهای بررسی تنش

 و همکاران و تیموشنکو و همکاران نام برد اکساداکلیوس

(Stevenson, 1945)؛ (England, 1971) ؛

(Exadaktylos, et al., 2003) ؛(Timoshenko & 

Goodier, 1970) . با توجه به اهمیت و گستره استفاده از

های متفاوت، نیاز به طراحی و ساخت ها در کاربریتونل

باشد. به طور مثال در صنعت هایی ایمن و کارامد میتونل

دایره است. حمل و نقل از مقاطع پرکاربرد تونل، مقطع نیم

ترین عامل در طراحی تونل تأمین پایداری آن است و مهم

های اطراف به این مهم بایستی از شرایط تنشبرای رسیدن 

 فزارهایانرم از استفاده و دسترسیتونل آگاهی داشت. 

 هایالمان محدود، تفاضل محدود، المان نظیر کامپیوتری

شود.  آسان لیمسا این آنالیز که است شده باعث ...و مرزی

تغییرشکل  واضح طور به س و فایرهاستتور - کارنزا

 و کردند بررسی مطالعاتشان در را زیرزمینیهای حفاری

 ژئوتکنیکی ل طراحییمسا از بسیاری چه اگر که دادند نشان

 حل تحلیلی هایروش از بهتر عددی هایمدل از استفاده با

 متغیرهای تأثیر مانند) عمومی حل طبیعی از اما شوندمی

 نباید آید بدست کلاسیکی حل از تواندمی که( پیچیده

 ,Carranza-Tores & Fairhurst) شود پوشیچشم

 یپارامتر قیهای تحلیلی به محاسبه دقدر روش. زیرا (1999

ها حاکم بر رفتار محیط اطراف تونل لیفرانسیمعادلات د

های عددی به حل که در روش یشود. در حالپرداخته می

برای  بنابراین .شودیپرداخته م لئمسا نیا یو عدد یبیتقر

 شناسایی به قادر بایستی طراح مهندس یک، طراحی تونل

از مقادیر تنش در یک توده سنگ باشد و این  درستی

موضوع از طریق تسلط مهندس بر هر دو روش تحلیلی و 

 عددی میسر خواهد بود.

توزیع تنش اطراف با بررسی مطالعات پیشین در زمینه 

حلیلی )توابع مختلط( و ای به روش تدایرههای نیمتونل

شود که پژوهش مقایسه با نتایج تحلیل عددی مشاهده می

هایی از جمله  حاضر نسبت به مطالعات پیشین دارای نوآوری

 باشد:موارد زیر می

در اکثریت مطالعات محققان پیشین نوع مقطع  -5

تونل با پژوهش حاضر متفاوت است. این نکته از آن نظر 

ت در شکل مقطع تونل باعث اختلاف اهمیت دارد که تفاو

درمعادلات حاصل شده و در نتیجه آن، مقادیر و محل 

 گردد.های متمرکز میتنش

هایی های این پژوهش نسبت به پژوهشنوآوری

( که مقطع 2332همچون اکسادکتلیوس و استاوروپولو )

باشد، نیز در موارد زیر تونل در آن مشابه پژوهش حاضر می

 است.بررسی گردیده 

( 2332در پژوهش اکساداکتلیوس و استاوروپولو ) -2

مقادیر تنش در یک سمت محور تقارن تونل بررسی شده 

ها در کف تونل بررسی نشده است که در این است و تنش

گردد و پژوهش مقادیر تنش در کل مرز تونل بررسی می

 باشد.های قائم، افقی و هیدرواستاتیک میشامل تنش

استفاده در تحلیل عددی پژوهش مقطع مورد  -4

باشد اما شکل میD (، 2332اکساداکتلیوس و استاوروپولو )

در پژوهش حاضر در هر دو روش تحلیلی و عددی مقطع 

 .استدایره تونل براساس نگاشت همدیس نیم

نگاشت همدیس مورد استفاده در پژوهش  -7

 ( تقارن هندسی ندارد و2332اکساداکتلیوس و استاوروپولو )

گردد اما در این پژوهش از باعث پیچیدگی در محاسبات می

که دارای تقارن هندسی است  5497نگاشت همدیس زمانی، 

 شود.استفاده می

در این پژوهش تفاوت دقت محاسبات براساس  -1

 تعداد جملات نگاشت مشخص گردیده است.

در این پژوهش با استفاده از نگاشت همدیس و توابع 
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ای دایرهپتانسیل مختلط به تعیین معادلات تنش در تونل نیم

سازی است. سپس نتایج حاصل شده با مدلپرداخته شده

 است. مقایسه شده FLACافزار عددی تونل در نرم

 

 له بیان مسا -2
ای دایرهله مورد بررسی، تعیین تنش در اطراف تونل نیممسا

های در تعیین تنش باشد. با استفاده از تئوری الاستیسیتهمی

اطراف تونل فرضیات مواد الاستیک برای توده سنگ نیز 

شود. بر اساس این فرضیات توده سنگ به صورت پذیرفته می

همگن و همسانگرد یک محیط پیوسته درون یک لایه 

ل الاستیک از روش اعداد مختلط تنها باشد. حل مسایمی

ین موضوع با برای شکل دایره امکان پذیر است. با توجه به ا

در اختیار داشتن نگاشت مناسب برای تبدیل شکل مورد نظر 

باشند. همچنین طبق گونه مسائل قابل حل میبه دایره این

قضیه ریمان هر ناحیه پیوسته در صفحه اعداد مختلط با یک 

تواند به یک دایره واحد نگاشته سوراخ به شکل دلخواه می

 شود.

دایره مناسب بررسی مبنابراین ابتدا باید نگاشت نی

شود، سپس براساس معادلات الاستیک و با استفاده از توابع 

پتانسیل مختلط به حل مسئله و یافتن یک راحل بسته 

ها پرداخت. در ادامه به روند حل ریاضی برای محاسبه تنش

مسئله براساس توابع پتانسیل مختلط موشخیلیشویلی 

 ت.( پرداخته شده اس5995( و ساوین )5917)

 

روابط پایه در تحلیل تنش اطراف تونل  -3

 ایدایرهنیم

بنابراین با توجه به توضیحات آمده در بخش قبل، در جهت 

 شود. روند حل مسئله به بررسی نگاشت همدیس پرداخته می

 را زیر معادله همدیس نگاشت 5995در سال  ساوین

 واقع مختصات مبدأ با و ایدایرهنیم با مقاطع هایتونل جهت

 نظر در تونل قطر بر عمود هاxو محور  تونل ثقل مرکز در

 .گرفت

  𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑅(𝜁 + 𝑎1𝜁
−1 +

𝑎2𝜁
−2 + 𝑎3𝜁

−3 + 𝑎4𝜁
−4 + 𝑎5𝜁

−5) 
(5) 

برابر مقادیر زیر  𝑎1 تا 𝑎5ضرایب  5 معادله در که

 است.

𝑎1 = 0.312، 𝑎2 = −0.156، 𝑎3 = −0.050، 𝑎4
= 0.0019، 𝑎5 = 0.015 

 به و ایدایرهنیم مقاطع جهت نگاشت دیگری مدل

 کمتری ضرایب دارای کهاست  محاسبه شده 2معادله  صورت

 جهت و تونل محورتقارنx  محور اینجا در همچنین .است

 .(Zamani, 2018) باشدمی تونل سقف سمت به آن مثبت

(2) 
𝑧 = 𝑤(𝜁) = 𝑅(𝑐0𝜁 + 𝑐1𝜁

−1 + 𝑐2𝜁
−2

+ 𝑐3𝜁
−3 + 𝑐4𝜁

−4) 

𝑐0  آن در که = 𝑐1 و 10.113 = −3.144 ،𝑐2 =

1.578،𝑐3 = −0.5 ،𝑐4 =  ایدایرهنیم تونل برای  0.02−

مشاهده ، 1 شکل در نگاشت حاصله .است متر 54شعاع  به

های هم مرکز در مختصات دایره مذکور شکل در. شودمی

ξو ثابت های ξای مربوط به هξو  5 و1/3 ،21/3 ،3 های

 درجه 57 فاصله به یک هر و ثابت هایηخطوط شعاعی با 

 .باشندمی

دارای ضرایب  2معادله با توجه به اینکه نگاشت با 

گردد، بنابراین تر میباشد و عملا محاسبات سادهکمتری می

له برای حل مسا 2یس مطابق با معادله از نگاشت همد

شود. براساس رابطه زیر دو تابع پتانسیل مختلط استفاده می

را  54الی  4معادلات . (Savin, 1961)شود تعریف می

( و ساوین 5917های موشخیلیشویلی )توان در پژوهشیم

 ( مشاهده نمود.5995)

(4) 

{
  
 

  
 𝜑1(𝑧) = −

𝑋 + 𝑖𝑌

2𝜋(1 + 𝑥)
𝑙𝑛 𝑧 + Г𝑧

+𝜑1
0(𝑧)

𝜓1(𝑧) =
𝑥(𝑋 − 𝑖𝑌)

2𝜋(1 + 𝑥)
𝑙𝑛 𝑧 + Гˊ𝑧

+𝜓1
0(𝑧)

 

برآیند نیروهای خارجی در جهت  Yو  Xدر این رابطه 

x  وy باشد و در صورت موجود نبودن نیروی خارجی می

𝜑1برابر صفر خواهند بود. همچنین 
0(𝑧) = 𝑎ˊ0 +

𝑎ˊ1

𝑧
+
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𝑎ˊ2

𝑧
+⋯ ،𝜓1

0(𝑧) = 𝑏ˊ0 +
𝑏ˊ1

𝑧
+

𝑏ˊ2

𝑧
+⋯ ،𝑥 =

3−𝜐

1+𝜐
 ،

Г = 𝐵1 + 𝑖𝐶1 ،Гˊ = 𝐵ˊ1 + 𝑖𝐶ˊ1 ،𝐵1 =
𝑁1+𝑁2

4
 ،

𝐵ˊ1 = −
𝑁1−𝑁2

2
𝑐𝑜𝑠 2𝛼  و𝐶ˊ1 =

𝑁1−𝑁2

2
𝑠𝑖𝑛 2𝛼  

 ضریب پواسون υدر این روابط  .(Savin, 1961) باشدمی

نهایت های اصلی در بیشود مقدار تنشباشد و فرض میمی

در  𝑁1زاویه  αباشد. همچنین در این رابطه  𝑁2و  𝑁1برابر 

ی الاستیک و . یک صفحهاستها xنهایت با محور بی

با ایجاد شود. ایزوتروپ که تحت تنش قرار دارد فرض می

کند.ای درون این صفحه توزیع تنش در آن تغییر میحفره

 

 

 
 (1309دایره )زمانی، برای تونل نیم 2نمودار نگاشت همدیس معادله  -1 شکل

توان گفت که توابع مختلط این توابع نیز وجود می

𝑧که دارند. با توجه به این = 𝜔(𝜁)  مطابق رابطه بنابراین

 :(Savin, 1961) دهد( نتیجه می7)

(7) {
𝜑1[𝜔(𝜁)] = 𝜑

0[𝜔(𝜁)] + 𝜑∗[𝜔(𝜁)]

𝜓1[𝜔(𝜁)] = 𝜓
0[𝜔(𝜁)] + 𝜓∗[𝜔(𝜁)]

 

مجهول  𝜓∗[𝜔(𝜁)]و  𝜑∗[𝜔(𝜁)]توابع  7در معادله 

𝜑1هستند. این دو تابع همان توابع 
0(𝑧)  و𝜓1

0(𝑧) باشند. می

𝜑1[𝜔(𝜁)]همچنین توابع  = 𝜑(𝜁) ،𝜑0[𝜔(𝜁)] =

𝜑1(𝜁) ،𝜑∗[𝜔(𝜁)] = 𝜑0(𝜁) ،𝜓1[𝜔(𝜁)] = 𝜓(𝜁) ،

𝜓0[𝜔(𝜁)] = 𝜓1(𝜁)  و𝜓∗[𝜔(𝜁)] = 𝜓0(𝜁)  معرفی

 ,Savin) دهد( نتیجه می1مطابق رابطه )شوند، بنابراین می

1961) (Muslkhilishvili, 1954):  

(1) 

{
  
 

  
 𝜑1(𝜔(𝜁)) = −

𝑋 + 𝑖𝑌

2𝜋(1 + 𝑥)
𝑙𝑛𝜔(𝜁)

+Г𝜔(𝜁) + 𝜑1
0(𝜔(𝜁))

𝜓1(𝜔(𝜁)) =
𝑥(𝑋 − 𝑖𝑌)

2𝜋(1 + 𝑥)
𝑙𝑛 𝜔(𝜁)

+Гˊ𝜔(𝜁) + 𝜓1
0(𝜔(𝜁))

 

( به دست 9رابطه )با توجه به توابع معرفی شده، 

 :(Muslkhilishvili, 1954) (Savin, 1961) آیدمی

(9) 

{
  
 

  
 𝜑(𝜁) = −

𝑋 + 𝑖𝑌

2𝜋(1 + 𝑥)
𝑙𝑛 𝜁 + 𝑅Г𝜁

+𝜑0(𝜁)

𝜓(𝜁) =
𝑥(𝑋 − 𝑖𝑌)

2𝜋(1 + 𝑥)
𝑙𝑛 𝜁 + 𝑅Гˊ𝜁

+𝜓0(𝜁)

 

𝜑0(𝜁)که در این رابطه  = ∑ 𝛼𝑛𝜁
−𝑛∞

𝑛=1  و

𝜓0(𝜁) = ∑ 𝛽𝑛𝜁
−𝑛∞

𝑛=1 ر پارامترهای معادله باشد. سایمی

که توسط  4. با استفاده ار رابطه است 4مانند رابطه  9

ه شده است، ( ارای5995( و ساوین )5917شویلی )موشخیلی

 :(Savin, 1961) دست آوردبه 𝜓0(𝜁)و  𝜑0(𝜁)توان می

(4) 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝜑0(𝜁) +

1

2𝜋𝑖
∫
𝜔(𝜎)

𝜔ˊ(𝜎)

𝜑0
ˊ (𝜎)

𝜎 − 𝜁
𝑑𝜎

 

𝜎

=
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓0
𝜎 − 𝜁

𝑑𝜎
 

𝜎

𝜓0(𝜁) +
1

2𝜋𝑖
∫
𝜔(𝜎)

𝜔ˊ(𝜎)

𝜑0
ˊ (𝜎)

𝜎 − 𝜁
𝑑𝜎

 

𝜎

=
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓0
𝜎 − 𝜁

𝑑𝜎
 

𝜎

 

𝑓0  مزدوج تابع𝑓0 می( باشد. تابع مرزی تنش𝑓0 به )

 :(Savin, 1961) صورت زیر تعریف شده است
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(7) 
𝑓0 = 𝑖 ∫

(𝑋 + 𝑖𝑌)𝑑𝑠 −
𝑋 + 𝑖𝑌

2𝜋
𝑙𝑛 𝜎

−
1 + 𝜐

8𝜋
(𝑋 − 𝑖𝑌)

𝜔(𝜎)

𝜔ˊ(𝜎)
𝜎

 

= −2𝐵1𝜔(𝜎) − (𝐵1
ˊ − 𝑖𝐶1

ˊ)𝜔(𝜎) 

مقدار  9در معادله  𝜓0(𝜁)و  𝜑0(𝜁)با قرار دادن توابع 

های موجود شود. بنابر نظریهحاصل می 𝜓(𝜁)و  𝜑(𝜁)توابع 

های موسخیلیشویلی و ساوین، توابع پتانسیل در پژوهش

های تنش در دستگاه بر حسب مولفه 𝜓(𝜁)و  𝜑(𝜁)مختلط 

𝑧مختصات قطبی و  = 𝜔(𝜁)  9معادلات به صورت 

 (Savin, 1961) دهدنتیجه میباشند، می

(Muslkhilishvili, 1954): 

(9) 

{
  
 

  
 
𝜎𝜌 + 𝜎𝜃 = 2[Ф(𝜁) + Ф(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅]

= 4𝑅𝑒Ф[(𝜁)]

𝜎𝜃 − 𝜎𝜌 + 2𝑖𝜏𝜌𝜃

=
2𝜁2

𝜌2
𝜔ˊ(𝜁)

𝜔ˊ(𝜁)
[
𝜔(𝜁)

𝜔ˊ(𝜁)
Фˊ(𝜁)

+Ѱ(𝜁)

]

 

Ф(𝜁)در این رابطه   =
𝜑ˊ(𝜁)

𝜔ˊ(𝜁)
𝛹(𝜁)و   =

𝜓ˊ(𝜁)

𝜔ˊ(𝜁)
 

𝜁که . با توجه به ایناست = 𝜌𝑒𝑖𝜃 = 𝜌(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃) 

،𝜌و روی سطح تونل  = 1 𝜏𝜌𝜃 = 0 ،𝜎𝜌 = درنتیجه  0

𝜎𝜃 = 4𝑅𝑒[Ф(𝜁)]  و𝜎 = 𝑒𝑖𝜃 باشد. اگر تنش میP  به

بسازد،  αزاویه  xصورتی که با محور ای وارد شود بهصفحه

 53ها قابل محاسبه هستند و تابع تنش نیز از رابطه تنش

 :(Savin, 1961) شودمحاسبه می

(53) 𝑈0(𝑥‚𝑦) =
𝑝

2
(𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝛼)2 

با مشتق گیری از تابع تنش و انجام محاسبات مربوطه 

رکز ای ایجاد شود و مکه سوراخی در صفحهو با فرض این

این سوراخ بر مرکز دستگاه مختصات منطبق باشد و 

نتیجه  7نیروهای خارجی نیز صفر باشند، براساس معادله 

 :(Muslkhilishvili, 1954) (Savin, 1961) شودمی

 

(55) {
𝜑(𝜁) =

𝑝

4
[𝜔(𝜁)] + 𝜑0(𝜁)

𝜓(𝜁) = −
𝑝

2
𝑒−2𝑖𝛼[𝜔(𝜁)] + 𝜓0(𝜁)

 

𝑁1در کشش و یا فشار تک محوره )  = 𝑝  و𝑁2 =

𝑁3 = ( به دست 52رابطه )( براساس توابع معرفی شده 0

 :(Muslkhilishvili, 1954) (Savin, 1961) آیدمی

(52) 

{
 
 

 
 𝐵1 =

1

4
(𝑁1 +𝑁2) =

𝑃

4

𝐵ˊ1 + 𝑖𝐶ˊ1 =
1

2
(𝑁2 − 𝑁1

+2𝑖𝑁3)𝑒
−2𝑖𝛼 = −

𝑝

2
𝑒−2𝑖𝛼

 

آید ( به دست می54، رابطه )7با استفاده از رابطه 

(Savin, 1961): 

(54) 

{
  
 

  
 𝑓0 = −2𝐵1𝜔(𝜎) − (𝐵1

ˊ − 𝑖𝐶1
ˊ )𝜔(𝜎)

= −
𝑝

2
[𝜔(𝜎) − 𝑒2𝑖𝛼𝜔(𝜎)]

𝑓0 = −2𝐵1𝜔(𝜎) − (𝐵1
ˊ + 𝑖𝐶1

ˊ )𝜔(𝜎)

= −
𝑝

2
[𝜔(𝜎) − 𝑒−2𝑖𝛼𝜔(𝜎)]

 

و  𝜑0(𝜁)توابع  4در معادلات  54با جایگذاری رابطه 

𝜓0(𝜁) توابع  55آیند. سپس با کمک روابط دست میبه

𝜑(𝜁)  و𝜓(𝜁) شوند.حاصل می 

 

ای دایرهتحلیل تنش روی سطح تونل نیم -0

(𝝆 = 𝟏) 
باشد. ، این نگاشت دارای تعداد جملات می2براساس رابطه 

که دقت مورد نظر را برآورده  بنابراین از تعداد جملات کافی

کند باید استفاده شود. براین اساس نگاشت در جمله سوم، 

دهد. با دایره را تشکیل میچهارم و پنجم شکلی از مقطع نیم

درنظرگیری جملات اول و دوم نمودار مشابه با اشکال دایره 

ترین باشد. با توجه به مطالب گفته شده در سادهو بیضی می

 شود:ه اول این نگاشت در نظر گرفته میحالت سه جمل
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(57) 
𝜔(𝜁) = 10.113𝜁 − 3.144𝜁−1

+ 1.578𝜁−2 

𝜁با توجه به این که  = 𝜌𝑒𝑖𝜃 ،𝜌 = 1 (𝜉 = ( و 0

𝜂 = 𝜃 57، با جداکردن قسمت حقیقی و موهومی معادله 

ای را در دستگاه توان نگاشت همدیس سه جملهمی

رسم نمود. براساس رابطه ، 2 شکل مختصات کارتزین مطابق

 :آید( به دست می51، رابطه )55و  57

(51) 

{
 
 

 
 𝜑(𝜁) =

𝑝

4
(10.113𝜁

−3.144𝜁−1 + 1.578𝜁−2) + 𝜑0(𝜁)

𝜓(𝜁) = −
𝑝

2
𝑒−2𝑖𝛼(10.113𝜁

−3.144𝜁−1 + 1.578𝜁−2) + 𝜓0(𝜁)

 

 

 ایدایره با استفاده از نگاشت سه جملهمقطع نیم -2 شکل

را  𝜓0(𝜁)و  𝜑0(𝜁)توان با استفاده از معادلات زیر می

 :آید( به دست می59، رابطه )54یافت. با استفاده از معادلات 

(59) 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑓0 = −
𝑝

2

[
 
 
 
 
 (

10.113𝜎
−3.144𝜎−1

+1.578𝜎−2
)

−𝑒2𝑖𝛼(10.113𝜎−1

−3.144𝜎1

+1.578𝜎2) ]
 
 
 
 
 

𝑓0 = −
𝑝

2

[
 
 
 
 
 (

10.113𝜎−1

−3.144𝜎1

+1.578𝜎2
)

−𝑒−2𝑖𝛼 (
10.113𝜎
−3.144𝜎−1

+1.578𝜎−2
)
]
 
 
 
 
 

 

معادله  4با استفاده از قسمت سمت چپ اولین معادله 

 :آید( به دست می54)

(54) 
= 𝛼0 + 𝛼1

1

𝜁
+ 𝛼2

1

𝜁2
+⋯− 0.156𝛼1 + 0

+ 0 +⋯ 

 4با استفاده از قسمت سمت راست اولین معادله  

 :شود( نتیجه می57)معادله 

(57) 
= −

𝑝

2
[1.578𝜁−2 − (3.144

+ 10.113𝑒2𝑖𝛼)𝜁−1] 

شود و با حل مساوی قرار داده می 57و  54معادلات 

معین  𝛼2و  𝛼0 ،𝛼1دستگاه معادلات مربوطه ضرایب 

و با  𝜑0(𝜁)گردد. با جایگذاری این ضرایب در رابطه می

 شود.گیری از آن معادله زیر حاصل میمشتق

(59) 𝜑ˊ0(𝜁) =
𝑝

2
[− 𝑎1 𝜁

−2+3.156𝜁−3] 

 4با استفاده از قسمت سمت چپ دومین معادله  

 :شود( حاصل می23معادله )

(23) 
= 𝛽0 + 𝛽1

1

𝜁
+𝛽2

1

𝜁2
+⋯

+
𝑝

2
[

−0.156𝑎1 − 𝑎0𝑎1
+(0.492 + 3.156𝑎0)𝜁

−1] 

 4با استفاده از قسمت سمت راست دومین معادله 

 :شود( حاصل می25معادله )

(25) = −
𝑝

2
[

10.113𝜁−1

−𝑒−2𝑖𝛼(−3.144𝜁−1

+1.578𝜁−2)

] 

 در این روابط داریم:

(22) 

{
  
 

  
 

𝑎0 =

10.605 − 3.144𝜁2

−0.49𝜁1

10.113𝜁3 + 3.144𝜁
−3.156

𝑎1 = [
(

3.144
+10.113 𝑐𝑜𝑠 2𝛼

)

+𝑖10.113 𝑠𝑖𝑛 2𝛼
]

 

شود و با حل مساوی قرار داده می 25و  23معادلات 
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معین  𝛽2و  𝛽0 ،𝛽1دستگاه معادلات مربوطه ضرایب 

در  𝑎1و  𝑎0گردد. با جایگذاری این ضرایب و مقادیر می

 شود:معادله زیر حاصل می 𝜓0(𝜁)رابطه 

(24) 

𝜓0(𝜁) ==
𝑝

2

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (

4.961
+15.958𝑐𝑜𝑠2𝛼
+𝑖15.958𝑠𝑖𝑛2𝛼

)𝜁3

−(
117.133

+31.795𝑐𝑜𝑠2𝛼
+𝑖31.795𝑠𝑖𝑛2𝛼

) 𝜁2

+9.922𝜁
+102.273𝑐𝑜𝑠2𝛼
+𝑖102.273𝑠𝑖𝑛2𝛼
10.113𝜁3 + 3.144𝜁

−3.156

 

+
1.578𝑒−2𝑖𝛼

𝜁2
−
3.144𝑒−2𝑖𝛼

𝜁
] 

قرار داده  51در معادله  𝜑0(𝜁)و  𝜓0(𝜁)حال 

 ( برقرار است.27رابطه )سازی شود. پس از سادهمی

(27) 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜑(𝜁) =

= 𝑝

[
 
 
 
 
 
 
 

0.245
+0.789𝑐𝑜𝑠2𝛼
−𝑖0.789𝑠𝑖𝑛2𝛼
+2.528𝜁

+(
0.786

+5.056𝑐𝑜𝑠2𝛼
+𝑖5.056𝑠𝑖𝑛2𝛼

) 𝜁−1

−0.395𝜁−2 ]
 
 
 
 
 
 
 

𝜓(𝜁) =

= −𝑝

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5.056𝑒−2𝑖𝛼𝜁

+

−(
4.961

+15.958𝑐𝑜𝑠2𝛼
+𝑖15.958𝑠𝑖𝑛2𝛼

)𝜁3

+(
117.133

+31.795𝑐𝑜𝑠2𝛼
+𝑖31.795𝑠𝑖𝑛2𝛼

)𝜁2

−9.922𝜁
−102.273𝑐𝑜𝑠2𝛼
−𝑖102.273𝑠𝑖𝑛2𝛼
2(10.113𝜁3

+3.144𝜁
−3.156) ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

𝛼با قرار دادن  =  𝜑(𝜁) مختلطدر تابع پتانسیل  0

تنش  9و براساس اولین روابط موجود در رابطه  27در رابطه 

ای تک محوره افقی با استفاده از نگاشت همدیس سه جمله

 شود.( حاصل می21)مطابق رابطه 

(21) 

𝜎𝜃 = 4𝑅𝑒 [
𝜑ˊ(𝜁)

𝜔ˊ(𝜁)
]

= 𝑝

[
 
 
 
 
 
 
 

18.824
+0.044𝑐𝑜𝑠3𝜃
−204.528𝑐𝑜𝑠2𝜃
+83.684𝑐𝑜𝑠𝜃
122.118

−63.834𝑐𝑜𝑠3𝜃
+63.59𝑐𝑜𝑠2𝜃
−19.844𝑐𝑜𝑠𝜃 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

𝛼به همین ترتیب با قرار دادن  = تنش تک  90

ای محوره قائم با استفاده از نگاشت همدیس سه جمله

 شود:مطابق رابطه زیر حاصل می

(29) 

𝜎𝜃 = 4𝑅𝑒 [
𝜑ˊ(𝜁)

𝜔ˊ(𝜁)
]

= 𝑝 [

   145.992 + 0.044𝑐𝑜𝑠3𝜃
+204.52𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 43.968𝑐𝑜𝑠𝜃
122.118 − 63.834𝑐𝑜𝑠3𝜃

+63.59𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 19.844𝑐𝑜𝑠𝜃

] 

مطابق  θبر این اساس با جایگذاری مقادیر مختلف 

 شوند.های مماسی در این حالت رسم میتنش، 3 شکل

با توجه به اینکه هرچه تعداد جملات نگاشت بیشتر 

چهار محاسبات بیشتر خواهد بود، نگاشت  باشد دقت

شود و نگاشت ای مطابق رابطه زیر در نظر گرفته میجمله

 خواهد بود.، 0 شکلحاصله مطابق 

(24) 
𝑧 = 𝜔(𝜁) = 10.113𝜁 − 3.144𝜁−1

+ 1.578𝜁−2 − 0.5𝜁−3 

بدین ترتیب مانند آنچه تاکنون شرح داده شده است 

 .شوندحاصل می (29( و )27)روابط 

 



 115-90لنجانی و ...، ص ...، مهدی زمانی  ای به روش تحلیلیدایرههای نیمتوزیع تنش اطراف تونل

 

09 

 
 دایرهای در تونل با مقطع نیمنمودار تنش مماسی تک محوره افقی، قائم و هیدرواستاتیک تحت نگاشت سه جمله -3 شکل

 

 
 ایدایره با استفاده از نگاشت چهار جملهمقطع نیم -0 شکل

 

(27) 

𝜎𝜃 = 4𝑅𝑒 [
𝜑ˊ(𝜁)

𝜔ˊ(𝜁)
]

= 𝑝

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 20.476
+0.044𝑐𝑜𝑠3𝜃
−229.896𝑐𝑜𝑠2𝜃
+89.244𝑐𝑜𝑠𝜃
124.468

+30.338𝑐𝑜𝑠4𝜃
−63.834𝑐𝑜𝑠3𝜃
+73.022𝑐𝑜𝑠2𝜃
−29.312𝑐𝑜𝑠𝜃 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

(29) 

𝜎𝜃 = 4𝑅𝑒 [
𝜑ˊ(𝜁)

𝜔ˊ(𝜁)
]

= 𝑝

[
 
 
 
 
 141.704 + 0.044𝑐𝑜𝑠3𝜃
+217.9𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 32.452𝑐𝑜𝑠𝜃
124.468 + 30.338𝑐𝑜𝑠4𝜃

−63.834𝑐𝑜𝑠3𝜃 + 73.022𝑐𝑜𝑠2𝜃
−29.312𝑐𝑜𝑠𝜃 ]

 
 
 
 
 

 

تنش تک محوره افقی و  27که با استفاده از رابطه 

تنش تک محوره قائم براساس نگاشت همدیس  29رابطه 

 شوند.ای حاصل میچهار جمله

مطابق  θبر این اساس با جایگذاری مقادیر مختلف 

 شوند.های مماسی در این حالت رسم میتنش، 0 شکل

ای مطابق بر همین اساس رابطه نگاشت پنج جمله

تنش تک  45خواهد بود. با استفاده از رابطه  43رابطه 

تنش تک محوره قائم براساس  42محوره افقی و رابطه 

شوند. نگاشت ای حاصل میپنج جمله نگاشت همدیس

 .است ،9 شکلصورت حاصل به

-2.0
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0.0
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 دایرهای در تونل با مقطع نیمافقی، قائم و هیدرواستاتیک تحت نگاشت چهار جملهنمودار تنش مماسی تک محوره  -0 شکل

 

(43) 

𝑧 = 𝜔(𝜁) = 10.113𝜁 − 3.144𝜁−1

+ 1.578𝜁−2

− 0.5𝜁−3

− 0.02𝜁−4 

(45) 

𝜎𝜃 = 4𝑅𝑒 [
𝜑ˊ(𝜁)

𝜔ˊ(𝜁)
] 

= 𝑝

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20.768
−1.972𝑐𝑜𝑠3𝜃
−228.276𝑐𝑜𝑠2𝜃
+88.7𝑐𝑜𝑠𝜃
124.373

+1.618𝑐𝑜𝑠5𝜃
+30.338𝑐𝑜𝑠4𝜃
−63.332𝑐𝑜𝑠3𝜃
+72.518𝑐𝑜𝑠2𝜃
−29.072𝑐𝑜𝑠𝜃 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

(42) 

𝜎𝜃 = 4𝑅𝑒 [
𝜑ˊ(𝜁)

𝜔ˊ(𝜁)
] 

= 𝑝

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

141.52
+1.1𝑐𝑜𝑠3𝜃

+217.756𝑐𝑜𝑠2𝜃
−32.516𝑐𝑜𝑠𝜃
124.373

+1.618𝑐𝑜𝑠5𝜃
+30.338𝑐𝑜𝑠4𝜃
−63.332𝑐𝑜𝑠3𝜃
+72.518𝑐𝑜𝑠2𝜃
−29.072𝑐𝑜𝑠𝜃 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 ایدایره با استفاده از نگاشت پنج جملهمقطع نیم-9 شکل
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 شود.ی مماسی در این حالت رسم میهاتنش ،9 شکلمطابق  θبر این اساس با جایگذاری مقادیر مختلف 

 

 دایرهای در تونل با مقطع نیمنمودار تنش مماسی تک محوره افقی، قائم و هیدرواستاتیک تحت نگاشت پنج جمله -9 شکل

 سازی عددیمدل -0
انجام شده است.  FLACافزار وسیله نرممدلسازی عددی به

به تحلیل  روش تفاضل محدود با استفاده ازافزار این نرم

افزار نرم .پردازدهای مختلف در فضای دو بعدی میمدل

FLAC  تحت زبان برنامه نویسیFISH سازی مدلو  است

روش  .شودبه دو صورت گرافیکی و نوشتاری انجام می آندر 

بندی هندسه محیط برای تحلیل شامل تقسیم FLAC کلی

به اجزای کوچکتر و با خصوصیات عددی یکسان و حل 

دیفرانسیل مربوط به هر جزء تا رسیدن به تعادل معادله 

ه از رابط گرافیکی و زبان بنابراین با استفاد .نسبی است

با افزار سازی انجام شده است و نرمافزار مدلنویسی نرمبرنامه

پرداخته  به تحلیل مدل روش تفاضل محدود استفاده از

 است.

ونل با استفاده از رابطه نگاشت همدیس ساوین برای ت

سازی تونل در متر، مدل 54دایره به شعاع با مقطع نیم

سازی عددی در دو مرحله انجام شد. مدل FLACافزار نرم

سازی محیط سنگی و است. مرحله نخست مدل انجام شده

باشد. با توجه سازی تونل در این محیط میمرحله دوم مدل

به  به این که نیاز است تا خطوط کانتور تنش قائم در مدل

متر و ارتفاع  733صورت کاملا افقی باشد، طول مدل برابر 

است. جنس سنگ آهگ با  متر انتخاب شده 543آن برابر 

کیلوگرم بر مترمکعب و مدول  2913 وزن مخصوص

انتخاب  44/3گیگاپاسکال و ضریب پواسون  94الاستیسیته 

شده است. در این مدل، مرزهای جانبی در جهت قائم و مرز 

در دو جهت قائم و افقی بسته شده است ابتدا پایین 

های اولیه در مدل ایجاد شده و میزان نشست در کف تنش

ها در سطح مدل در زمان قبل از حفاری مدل و میزان تنش

رسانیم. درواقع محیط مدل در طول زمان را به صفر می

شرایط گذشته نشست خود را داشته و اکنون نشستی ندارد. 

 باشد:رح زیر میهندسی مدل به ش

مرکز مختصات منطبق بر کف تونل است.ارتفاع محیط 

متر در جهت  93باشد. از این مقدار متر می 543مدلسازی 

متر در جهت منفی محور  43مثبت دستگاه مختصات و 

باشد. همانطور که مشخص است مقدار روباره مختصات می

شعاع  دایره بودن مقطع بادر محل سقف تونل با توجه به نیم

 شکلباشد. به صورت شماتیک در متر می 74متر، برابر  54

 مشخص است. ،9

حاصل شده  ،15 شکلو  0 شکلنتایج تحلیل مطابق 

است. با توجه به اینکه مدل در روش عددی برخلاف روش 

باشد برای تونل این ابعاد فرض تحلیلی وابسته به ابعاد می

 شده است. 
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 سازی عددیشرایط هندسی مدل-9 شکل

 

 
 سازی عددی() کانتور تنش قائم در مدل هاyکانتور تنش در جهت محور -0 شکل
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 هاxکانتور تنش در جهت محور  -15 شکل

 پس از انجام محاسبات مشخص شد که روند تنش با

𝛼 = ای با نگاشت چهار و پنج در نگاشت سه جمله 90

سازی براساس شکل ای متفاوت است. بنابراین مدلجمله

انجام شد.  FLACافزار ای در نرمتونل با نگاشت سه جمله

ای با مقادیر تنش مقادیر تنش حاصل از نگاشت سه جمله

ای تفاوت دارد و تنش در سقف حاصل از نگاشت پنج جمله

ها بیشتر و مشابه با مقادیر تنش در گوشه تونل از دیواره

با  افزار نیز نتیجه مشابهسازی نرمباشد. بنابراین مدلمی

تنش قائم در این  ،11 شکلنتیجه روش تحلیلی داشت. 

𝛼دهد. لازم به ذکر است که در سازی را نشان میمدل = 0 

 هر سه نگاشت نتایج مشابهی دارند.

ای، با استفاده از نگاشت سه، چهار و پنج جمله

های تونل ماکزیمم تنش مماسی تک محوره افقی در گوشه

مقادیر آن در سقف و کف  حداقلدرجه( و  537)در زاویه 

ماکزیمم ای ا استفاده از نگاشت سه جملهباشد. بتونل می

تنش مماسی تک محوره قائم در سقف تونل )در زاویه صفر 

ای با استفاده از نگاشت چهار و پنج جملهباشد اما درجه( می

ماکزیمم مقدار تنش مماسی تک محوره قائم در گوشه تونل 

باشد. بنابراین با توجه به روند درجه( می 529)در زاویه 

ای و همچنین عمومی تنش در نگاشت چهار و پنج جمله

سازی عددی مشخص است که در حالت نگاشت سه مدل

سازی عددی ای چه در روش تحلیلی و چه در مدلجمله

شود های مماسی ارائه میمتعارفی برای تنشهای ناپاسخ

بنابراین استفاده از سه جمله نگاشت دقت و کفایت لازم را 

کند. دایره را ارائه نمیندارد و تقریب مناسبی از مقطع نیم

همچنین در حالت تنش هیدرواستاتیک در هر سه حالت 

های تونل نگاشت همدیس بیشترین مقدار تنش در گوشه

مقادیر تنش نیز در کف تونل واقع  حداقل درجه( و 537)

 است. 

دایره با استفاده سازی عددی تونل با مقطع نیمدر مدل

، FLACافزار ای در نرماز نگاشت همدیس پنج جمله

مقدار آن  حداقلماکزیمم تنش افقی و قائم در گوشه تونل و 

در سقف و کف تونل واقع است. با مقایسه دو کانتور تنش 

تر ها بحرانیyافقی و قائم، مقادیر تنش در جهت محور 

 باشد.می
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 های قائم در روش تحلیلیمعادل تنش سازی عددیای در مدلکانتور تنش افقی براساس نگاشت سه جمله-11 شکل

مقایسه نتایج حاصل از روش تحلیلی با  -9

سازی عددی و پژوهش مدل

 2552اکساداکتلیوس، 
هایی همچون های این پژوهش نسبت به پژوهشنوآوری

( که مقطع تونل در آن 2332اکسادکتلیوس و استاوروپولو )

باشد، شامل این موارد است که بر اضر میمشابه پژوهش ح

خلاف پژوهش او تنش در کل مرز تونل بررسی شده و شامل 

باشد. در پژوهش های قائم، افقی و هیدرواستاتیک میتنش

حاضر در هر دو روش تحلیلی و عددی مقطع تونل به صورت 

باشد. نگاشت همدیس مورد استفاده در پژوهش دایره مینیم

هش حاضر تقارن هندسی ندارد و باعث او برخلاف پژو

گردد و همچنین در این پژوهش پیچیدگی در محاسبات می

تفاوت دقت محاسبات براساس تعداد جملات نگاشت 

 مشخص گردیده است.

برای بررسی این دو روش و همچنین امکان مقایسه با 

از میان حالات متعدد بررسی  2332پژوهش اکساداکتلیوس، 

بل دو حالت مشابه با پژوهش های قشده در بخش

شود. اکساداکتلیوس در پژوهش اکساداکتلیوس بررسی می

بررسی  CASE IIو  CASE Iخود دو حالت تحت عنوان 

های افقی و در حالت دوم کرده است. در حالت اول تنش

 52تاتیک را بررسی نموده است. در شکل های هیدرواستنش

ر و پژوهش توان نتایج حاصل از پژوهش حاضمی 54و 

 اکساداکتلیوس را مشاهده نمود.

بر اساس دوحالت تنش در پژوهش اکساداکتلیوس، 

نتایج مقایسه این پژوهش با روش اکساداکتلیوس به این 

شرح است که: در حالت اول مشخصا روش تحلیلی و 

سازی عددی در پژوهش اکساداکتلیوس با پژوهش مدل

الت دوم، نتایج باشند. در ححاضر دارای نتایج مشابه می

حاصل از روش تحلیلی اکساداکتلیوس با پژوهش حاضر در 

باشد. در گوشه تونل متفاوت و در بقیه محیط تونل مشابه می

سازی عددی اکساداکتلیوس حالت دوم، نتایج حاصل از مدل

باشد اما روند سازی عددی پژوهش حاضر متفاوت میبا مدل

های ت که در گوشهصورها مشابه است به اینحرکتی داده

 باشد.می حداقلتونل مقادیر تنش ماکزیمم و در سقف تونل 

با مقایسه نتایج حاصل از روش عددی و تحلیلی با 

یکدیگر مشخص است که هر دو روش تحلیلی و عددی نتایج 

کنند. به طور مثال در هر دو روش مشابهی را ارائه می

و در کف و های تونل واقع است های ماکزیمم در گوشهتنش

که در مقدار را دارد و یا این حداقلسقف تونل تنش 

های افقی اختلاف مقادیر تنش در گوشه و سقف کمتر تنش
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های قائم و مماسی های قائم است. و همچنین تنشاز تنش

اکساداکتلیوس در پژوهش خود به تری دارند. مقادیر بحرانی

جز به این نتیجه رسیده است که دو روش عددی و تحلیلی

کنند و به بینی میای را پیشهای تونل نتایج مشابهدر گوشه

 کند.آمیزی مقادیر تنش را رائه میطور موفقیت

ای استفاده از های شهری و جادهبا توجه به توسعه راه

باشد. بنابراین برای پایدارسازی ها اجتناب ناپذیر میتونل

و طراحی اجزار نگهدارنده تونل باید از وضعیت تونل 

های اطراف تونل آگاهی کامل داشت تا ایمنی لازم تنش

های تحلیلی و جهت طراحی برآورده شود. درنتیجه روش

توانند ابزاری سودمند در این مسیر های عددی میسازیمدل

باشند.

 

 اکساداکتلیوس با پژوهش حاضر در حالت اولنمودار مقایسه پژوهش -12 شکل

 

 

 
 نمودار مقایسه پژوهش اکساداکتلیوس با پژوهش حاضر در حالت دوم -13 شکل
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 گیرینتیجه -9
 است:شده با توجه به پژوهش انجام گرفته نتایج زیر حاصل

 از استفاده با تونل مسائل طراحی از بسیاری چه اگر -5

 از اما شوندمی حل تحلیلی هایروش از بهتر عددی هایمدل

 چشم پوشی نباید های تحلیلی برای حل اینگونه مسائلروش

 حل در بالا توانایی وجود با عددی هایروشزیرا که  شود

همچون وابستگی به شرایط  معایبی دارای پیچیده مسائل

ها، نوع توابع تقریب، وجود مرزی، وابستگی به ابعاد المان

های تحلیلی به در روشگرادیان بالای تنش و ... هستند. 

حاکم بر رفتار  لیفرانسیمعادلات د یپارامتر قیمحاسبه دق

ها پرداخته محیط اطراف فضاهای زیرزمینی همچون تونل

و  یبیهای عددی به حل تقروشکه در ر یشود. در حالمی

 .شودیپرداخته م لئمسا نیا یعدد

ای، با استفاده از نگاشت سه، چهار و پنج جمله -2

های تونل ماکزیمم تنش مماسی تک محوره افقی در گوشه

مقادیر آن در سقف و کف  حداقلدرجه( و  537)در زاویه 

ماکزیمم ای ا استفاده از نگاشت سه جملهباشد. بتونل می

تنش مماسی تک محوره قائم در سقف تونل )در زاویه صفر 

ای با استفاده از نگاشت چهار و پنج جملهباشد اما درجه( می

ماکزیمم مقدار تنش مماسی تک محوره قائم در گوشه تونل 

باشد. بنابراین با توجه به روند درجه( می 529)در زاویه 

ی و همچنین اعمومی تنش در نگاشت چهار و پنج جمله

سازی عددی مشخص است که در حالت نگاشت سه مدل

سازی عددی ای چه در روش تحلیلی و چه در مدلجمله

شود های مماسی ارائه میهای نامتعارفی برای تنشپاسخ

بنابراین استفاده از سه جمله نگاشت دقت و کفایت لازم را 

کند. یدایره را ارائه نمندارد و تقریب مناسبی از مقطع نیم

همچنین در حالت تنش هیدرواستاتیک در هر سه حالت 

های تونل نگاشت همدیس بیشترین مقدار تنش در گوشه

مقادیر تنش نیز در کف تونل واقع  حداقلدرجه( و  537)

 است. 

دایره با سازی عددی تونل با مقطع نیمدر مدل -4

، FLACافزار ای در نرماستفاده از نگاشت همدیس پنج جمله

مقدار آن  حداقلماکزیمم تنش افقی و قائم در گوشه تونل و 

در سقف و کف تونل واقع است. با مقایسه دو کانتور تنش 

تر ها بحرانیyافقی و قائم، مقادیر تنش در جهت محور 

 باشد.می

های انجام گرفته، هر دو روش براساس مقایسه -7

صورت  کنند و بهتحلیلی و عددی نتایج مشابهی را ارائه می

موضعی در اطراف تونل در مقادیر تنش حاصل شده 

توان گفت که مقادیر تنش حاصل اختلافاتی وجود دارد. می

شده براساس مبانی موجود در هر دو روش صحیح است و در 

طراحی تونل، مقادیر هر دو روش با در نظر گرفتن ضرایب 

 اطمینان مناسب و تجربه مهندس قابل استفاده است.

اس دوحالت تنش در پژوهش اکساداکتلیوس، بر اس -1

نتایج مقایسه این پژوهش با روش اکساداکتلیوس به این 

شرح است که: در حالت اول مشخصا روش تحلیلی و 

سازی عددی در پژوهش اکساداکتلیوس با پژوهش مدل

باشند. در حالت دوم، نتایج حاضر دارای نتایج مشابه می

وس با پژوهش حاضر در حاصل از روش تحلیلی اکساداکتلی

باشد. در گوشه تونل متفاوت و در بقیه محیط تونل مشابه می

سازی عددی اکساداکتلیوس حالت دوم، نتایج حاصل از مدل

باشد اما روند سازی عددی پژوهش حاضر متفاوت میبا مدل

های صورت که در گوشهها مشابه است به اینحرکتی داده

 باشد.می حداقلر سقف تونل ل مقادیر تنش ماکزیمم و دنتو

 

 فهرست نمادها -9

 سیاهه نمادها نشان داده شده است.، 1جدول در 
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 ی نمادهاسیاهه -1جدول 

 شرح واحد نماد شرح واحد نماد

𝒛 - مورد بررسی در دستگاه مختصات صفحه 𝒇𝟎 - تابع مرزی تنش 

𝒘(𝜻) - معادله نگاشت همدیس 𝝈𝝆 Pa تنش شعاعی 

𝑹 پارامتر مقیاس نگاشت بعدبی 𝝈𝜽 Pa تنش محیطی 

𝜻 - 
مورد بررسی در دستگاه مختصات پس از استفاده  صفحه

 از معادله نگاشت
𝝉𝝆𝜽 Pa تنش برشی 

𝝋(𝜻) -  تحلیلیتابع Ф(𝜻) - Ф(𝜁) =
𝜑ˊ(𝜁)

𝜔ˊ(𝜁)
 

𝝍(𝜻) - تابع تحلیلی Ф(𝜻)̅̅ ̅̅ ̅̅  Ф(𝜁)مزدوج مختلط تابع  - ̅

𝑿 N  برآیند نیروهای خارجی در جهتx 𝒊 - یکه موهومی عدد مختلط 

𝒀 N  برآیند نیروهای خارجی در جهتy 𝝆 بعدبی 
پارامتری است که به وسیله آن از مرز نگاشت فراتر رفته و نقاط 

𝜌شود در مرز نگاشت محیط اطراف نگاشت حاصل می = 1 

Г - Г = 𝐵1 + 𝑖𝐶1 Ѱ(𝜻) - 𝛹(𝜁) =
𝜓ˊ(𝜁)

𝜔ˊ(𝜁)
 

𝑩𝟏 - 𝐵1 =
𝑁1 +𝑁2

4
 α °  زاویه تنش وارده به تونل با محورx 

𝑪𝟏 - 𝐶1 =
𝑁1 −𝑁2

4
 𝜽 ° معرف محل نقاط روی تونل 

𝑵𝟏  و
𝑵𝟐 

Pa نهایتمقدار تنش های اصلی در بی 𝒑 Pa تنش وارده به صفحه مورد نظر 

𝝋𝟎(𝜻) - تابع تحلیلی ناشی از اضافه تنش 𝑼𝟎(𝒙‚𝒚) - تابع تنش 

𝝍𝟎(𝜻) - تابع تحلیلی ناشی از اضافه تنش    
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Keywords  Extended Abstract 
Summary 

In many areas, dug tunnels cannot be self-supporting, and barriers must be 

used to hold them in place. The most important factor in tunnel design is to 

ensure its stability. One of the most widely used sections in the construction 

of transportation tunnels is semicircular tunnels. To design such tunnels, we 

need to know the stresses around the tunnels. The location of the tunnel 

among the natural rock and soil materials causes that geological conditions 

play a major role in its stability. Therefore, to ensure the stability of the tunnel, it is necessary to examine the state of 

stresses around the tunnel before and after its construction.  

 

 

Introduction 

In analytical methods, we come to equations that show the general trend of the effect of variables. Although many 

tunnel design problems are solved using numerical models better than analytical methods, but analytical methods to 

solve such problems should not be ignored. Numerical methods, despite their high ability to solve problems, possess 

some disadvantages such as their dependency on boundary conditions, the dimensions of the elements, and so on. 

  

  
Methodology and Approaches 

In this study, using complex potential functions and conformal mapping, the differential equation governing the 

behavior of rock mass in a semicircular tunnel under stresses is obtained. Tangential, radial and shear stresses at the 

tunnel boundary have been calculated in different modes. Finally, the analytical method is compared with numerical 

modeling done using FLAC software. 

 

 

Results and Conclusions 

Both analytical and numerical methods, used in this study, present similar results although there are differences in the 

values of stresses obtained locally around the tunnel. It can be said that the obtained values of stresses are correct based 

on the principles of both methods, and thus, in the tunnel design, the values of both methods can be used by 

Semicircular tunnel 

Stress analysis 

Analytical nethod 

Complex potential functions 

Conformal mapping 

Numerical analysis 

Semicircular tunnel 
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considering the appropriate safety factors and the experience of the engineer. 

 

 

 


